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o ET (N \K) ¥ Calculs de sommes et produits

={a+0,a+1,...,a+(b—a)}l.

1 Notations ) et [[...coeennne. Résumé & Plan Il contient donc b — a + 1 éléments.
2 Coefficients binomiaux et for- Vous avez peut-étre déja rencon-
mule du binéme................. tré la notation ) dans les classes
Sommes doubleS ........ou..... antérieures. Nous allons la revoir
EXErciCes ......ccvvvviennnnnene. dansSicechiapire)etenicomplement
454554+ 6%+ 754954 115= voir son analogue pour les produits. Le triangle de PASCAL était
195 Enfin on termine avec les sommes déja connu en Orient et au

doubles ainsi qu'une généralisation
— iez- 2 . o
Le saviez-vous?  (es jdentités remarquables : la for-
mule du bindme de NEWTON.

Moyen-Orient plusieurs
siecles avant la publication
de Blaise PASCAL.

— Le saviez-vous?
® Les énoncés importants (hors définitions) sont indiqués par un 9.
Les énoncés et faits a la limite du programme, mais tres classiques parfois, seront
indiqués par le logo [H.P] . Si vous souhaitez les utiliser a un concours, il faut
donc en connaitre la preuve ou la méthode mise en jeu. Ils doivent étre considérés
comme un exercice important.

® Les preuves déja tapées sont généralement des démonstrations non exigibles en
PCSI, qui peuvent étre lues uniquement par les curieuses et curieux. Nous n’en par-

lerons pas en cours. n NOTATIONS Z ET 1_[

Pour commencer, nous allons introduire diverses notations et régles de calculs.

@ Cadre n Sommes

Dans tout le chapitre, 'ensemble [ désignera R ou C. L'ensemble C désigne

les « nombres complexes », que nous étudierons dans un prochain chapitre. Les lycée, vous avez peut-étre déja rencontré des formules de ce type. « Pour g # 1,
exemples de ce cours resteront donc dans R pour le moment.

ona:

1 _ qn+1
0 1 2 3, ... n_
On rappelle que pour tout couple d’entiers (a, b) € Z* tels que a < b, on a défini g +q +qg g tetq= 1-g -
[a, b] comme étant : Lutilisation des points de suspension pour écrire cette somme rend I’écriture assez
[a, b] =[a,b]nZ={a,a+1,...,b} lourde et potentiellement compliquée a manipuler. Ce chapitre introduit une nota-
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tion plus concise. En lieu et place de la formule précédente, nous noterons plutot : o

Y g*=q¢"+q' +q*+q*+-+q".

k=0
Il faut la comprendre ainsi : on additionne tous les g* avec k parcourant tout 'inter-

valle entier [0, n].

Ainsi, lorsque les bornes ne sont pas dans le bon ordre, la somme est décrétée étre

Notation Symbole )

Soit (n,m) € Z? avec n < m et (a,,...,a,,) € K™ "*!_On appelle somme
m

des ai,n < k < m, la quantité notée ) a; ouencore Y a, Y. a
k=n n<k<m ke[n,m]
et définie par :

m
Y ap=a,+--+ap,.
k=n

Lécriture avec « ... » est généralement appelée I'écriture en extension de la
somme.

On appelle bornes de la somme les entiers relatifs n, m, indice de la somme
la variable k et a;, n < k < m le terme général d’'ordre k.

[Convention] ' Soit (12, m) € Z? tel que n > m, alors on pose :
m
Z ap = 0.
k=n

Plus généralement, si I est un ensemble contenant un nombre fini d’élé-

ments, et si (a;) e est une famille d’éléments de K, alors ) _ a; désigne la
kel
somme de tous les a; lorsque k € L.

[Convention] ) ., a; =0 par convention.

On peut ajouter en plus des « contraintes » sous 'indice de somme, par
exemple :
Y K

Isk<2n+1
k impair

désigne la somme des carrés des entiers impairsde 1 a2n+1,etona:
n
Y k=) (2i+1)>
i=0

1<sks<2n+1
k impair

égale a zéro : cette convention sera justifiée plus tard.

1. Pour des bornes mal ordonnées

Attention L'indice d’'une somme est « muet »

En effet, il n"apparait que dans la notation )_ et non dans ce qu'elle représente.
On peut donc écrire :

m m m
Y ag=) a;= Z“j-
k=n i=n j=n
Lindice n’a de sens qu’a I'intérieur de la somme; en dehors, il n'est plus défini.

S’il vous reste un indice dans I'expression apres le calcul de la somme, c’est que
vous vous étes trompé!

Exemple 1 Ecrire en extension les sommes ci-apres. Préciser a chaque fois le
nombre de termes, et devinez une relation en fonction des bornes lorsqu'’il est
non nul.

Somme ‘ Nombre de termes ‘

n
1=
=1

P

n-1
Y In(1+(cosk-sink)*)=

k=n+1

Lorsquel=1{-1,3,7}, Y k*=
kel

LA |
Exemple 2 Simplifier : ( Y E) —1+-pourneN.
k=1

R4
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PROPRIETES ET TECHNIQUES DE CALCUL. Les propriétés ci-apres découlent di-
rectement de la définition de la somme, on peut les établir sans difficulté par récur-
rence.

— Proposition 1| Propriétés des sommes
Soient (n,p) € N>, n = p, ¢,\,p € K et (ay,...,a,) € K" P, (b,,...,b,) €
Kn—p+y

® [Nombre de termes dans une somme| Une somme dont les bornes sont
p et n contient n — p + 1 termes. En particulier une somme allant de 1 a n
contient n termes, et une somme allant de 0 a n en contient n + 1.

® [Somme d’'une constante]

ic:CX(n—p+1).

k=p

® [Linéarité] Soit(b,,...,b,) € K" P*! Alors:
> (Aa+ub) =X} ap+p ) b
k=p k=p k=p

® [Relation de CHASLES] SoitdeplusreN, p <r < n.Alors:
n r n
Yoag= ) apt+ ) a.
k=p k=p k=r+1
® [Union] SiI,,I, deux ensembles finis tels que I, N1, = @, alors :

Y@= ) apt ) a.

kel Ul, kel kel,

La condition], N1, = @ est cruciale, car si par exemple0 €1, N1,,

Note . P . . .
alors a,, serait compté deux fois dans l'expression de droite...

o Attention
Dans la relation de CHASLES, attention a bien recommencer a I'indice p + 1, et

non a I'indice p pour ne compter qu'une seule fois le terme d’indice p.

Remarque 1 (Utilité de la convention) Que donne la relation de CHASLES
lorsque par exemple r = n?

4

Exemple3 Soitn € N.
n

1. Calculer ) (3F-2%).
k=0

4

2. Calculonslasomme 1+3+5+7+---+99 des entiers impairs entre 1 a 99,
en commencant par la réecrire avec un symbole somme.

4
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10
3. Calculer ) min(k,7).
k=0

4

Passons maintenant a une technique tres importante pour calculer une somme :

celle du changement d’indice. Commencons par un exemple :
n+l

Y (k+1)*=12+2*+-+n*+(n+1)*= ) £~
k=0 =1

On a constaté que lorsque k € [0, n], (k + 1)* décrit & = {1%,...,(n +1)?}. Mais
lorsque £ € [1, n + 1], € décrit ce méme ensemble &. En résumé :

k €[0,n] Pl Le[l,n+1].

Méthode (ALG) 41 (Changement d’indice de translation «£ = k+1,£ = k+?»)
® [Décalage d’'un rang]

n n+l
2ag= ), A {

k=p L=p+1
® [Décalage de plusieurs rangs]

(—)enposant =k +1
(«~)enposant k =£—1.

Soit N un entier. Alors :

o .

1 naN (—)enposant£ =k +N
k;,ak - e:;rNae_N { (<) enposant k = £—N.

Pour justifier la formule de changement d’indice, simplement écrire la définition
d’'une somme. Nous verrons parfois des changements d’indice plus compliqués. Ce
qu’il faut toujours garantir, c’est qu'on n'a ni supprimé ni ajouté aucun terme a la
somme initiale, mais qu’on a juste changé le nom de l'indice.

Attention On ne peut pas « poser n'importe quoi »!

Dans Z a;, on ne peut pas poser :
k=p

® «k =£%»(dans ce cas on oublierait les indices qui ne sont pas des carrés),

o ® ouencore « k =20+ 1»(dans ce cas on oublierait les indices qui ne sont pas
des pairs) etc..

Seuls les changements d’indices mentionnés dans ce cours sont autorisés.

Lors d’'un changement d’indice, ce qu'’il faut toujours garantir, c’est
quon n’a ni supprimé ni ajouté aucun terme a la somme initiale.

Exemple & Compléter les pointillés (o1 n € N).

3 e n e
Z“k: Z“... Zdim: Z“e
k=0 =1 k=0 0=...

n+1

Z Ai—3 = Z ayp.
k=6 0=...

n
Exemple 5 Déterminer une expression de G,, = )_ q* avecqg # 1 pourn =0
k=0
sans symbole somme, en commencant par effectuer le changement £ = k + 1.

® DMontronsque: G, = é((}n +q" -1).

4

® Déduisons la valeur de G,,.

R4
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Preuve

® Une premiere preuve peut utiliser directement la définition d'une somme.
n
Z (ak+l - ak) =0 _%+%_M+ ot Ay — ap =0pe— ap'
k=p

®  Une seconde preuve consiste a utiliser un changement d’indice.

o
Méthode (ALG) 4.2 (Changement d’indice de renversement « £ = 1 — k »)
L It (—)enposantl=n-k
Zak:Zan—e ( )en k=n-2¢
e = — posant k = n —£.
A droite, on doit conserver une borne de début de somme qui est inférieure a la
borne de fin de somme pour ne pas avoir une somme vide (gardez a l'esprit la
convention d’ordre des bornes).
n
Exemple 6 Déterminer une expression de S, = Y_ k pour n = 0 sans symbole
k=0
somme, en commencant par effectuer le changement £ = n — k.
7
Exemple 7
1. Soit k > 1. Réduire au méme dénominateur ¢ — .
7
. ” 1
2. Etablir une expressionde S,, = ————pourn=1.
’ = RGP
7

Passons maintenant a un type de somme particulier qui se calculent par simplifica-
tions successives des termes : les sommes téléscopiques.

Proposition 2 | Somme téléscopique décalée de 1
Soit (n,p) eN?, n= p et (a,,...,a,) e K" P*' Alors :

n
Z (Arsr — ) = Apay — ap.
k=p

Une somme de la forme précédente est appelée somme téléscopique.
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" 1
Exemple 8 DéterminerS, = ) In (1 + E), pour n > 1.
k=1

Exemple 9 (Téléscopage généralisé)
1. Avec les mémes notations que dans la proposition précédente, proposer
n

une expression simplifiée de Y _ (ay.,, — ai).

k=p
® [1ére Méthode : en se ramenant a un téléscopage classique]
7

® [2éme Méthode : en utilisant un changement d’indice]

2. Dela méme maniere, on établirait que :
n
Z (Arrs— Ak) = Apyg + Apyp + Ay — Api2 = Apyl —Ap.
k=p

3 premiers termes 3 derniers termes

Méthode (ALG) 4.3 (Séparation de somme en indices pairs/impairs) Lorsque
le signe change en fonction de la parité de l'indice, il est parfois intéressant
de séparer la somme des indices pairs de celle des indices impairs. En d’autres

termes :
2n
Z ak = a0+al P 000 +a2n_1 +02n
k=0

(Gg+as+ -+ ag,) +(ay +az+ -+ az, )

n n—1
=) Ayt ) Gy
k=0 k=0

2n
Exemple 10 (Somme alternée) Etablir une expressionde Y (-1)*k pourn e

k=0
N.

R4
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IDENTITE DE BERNOULLI. Cette identité permet de factoriser, pour tout entier
naturel 7, une quantité du type a"*! — b"*! par (a — b), généralisant l'identité re-

marquable a? — b*> = (a— b)(a + b).

Proposition 3 | Formule de BERNOULLI

Soient (a, b) € K? et n € N. Alors :
a™'-p" =(a-b)(a"+a" 'b+--+ab™ +b")

=(a-b) Y a*p"*=(a-b) Y a"*b*.
k=0 k=0

Preuve Soitn eN.

4

Exemple 11 Que donne l'identité de BERNOULLIlorsque n =0, n =1 puisn =27

SOMMES USUELLES. Vous devez connaitre certaines sommes usuelles qui fi-
gurent dans le programme, les voici.

— Proposition 4 | Sommes usuelles o—
Soient n,n, e Net g € K. Alors :

no op(n+l) &, n(n+l)2n+l) & 3_(n(n+1))2
k=——"2 k% = , KB=—] .

2

n+1

n r 1-¢q
_ -

q" = T
k=0 n+1 sinon.

sig+1,

La premiere et la troisieme formule seront généralisées dans le Chapitre (AN) 3, car
elles sont des cas particuliers des formules de sommation de termes de suites arith-
métiques et géométriques.

Preuve

n
® SoitneN,notonsS, = Y k. Montrons le résultat par récurrence sur n € N.
k=0

7
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n
® SoitneN,notonsT, = )_ k* Montrons le résultat par récurrence sur n € N.
k=0

P4

n
® SoitneN,notons G, = Y g*.On calcule (1-¢)G,,. (Une récurrence serait la encore
k=0

possible!)
4
n
® Soit €N, notons U, = Y k*. Montrons le résultat en deux étapes. (Une récurrence
serait la encore possible!)kzo Plus généralement, les sommes 1 et 4 précédentes peuvent étre généralisées a une
o Justifierque: VkeN, (k+1)*-k*=4k+6k*+4k+1. borne du bas non nulle. Formules que 'on peut établir de nouveau par récurrence,
4 ou bien exploitant la relation de CHASLES.

Proposition 5| Sommes usuelles
Soient n,ny e N, n = ny et g € K. Alors::

n n ng 1=g" "0 :
Zk_(n(,+n)(n—no+1) qu_ 9" —1= sig+1,
- 2 - n—ny+1 sinon.
o Conclure. k=ny k=ny 0
n’

Preuve
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®  Sin, =0, laformule a déja été établie. Supposons n, € N*, alors :

n n ny—1
Y k=)Yk-) k
k=no k=0 k=0 formules
_nn+1)  (mg-1)(ny—1+1)  n(n+1)-ny(n,—1) précédentes
T2 2 B 2 )

Or, n(n+1)-ny(ny,—1)=n*-ni+n+ny=(n—-ny)(n+ny)+n+ny=(ny+n)(n-
n, + 1), on déduit alors la formule.

®  Sin, =0, laformule a déja été établie. Supposons n, € N*. La formule est évidente si
g =1, on suppose donc que g # 1. Alors :

ny-1

Ya'=Yq" - q"
k=0 k=0

k=no formules précédentes
_ l_qn+1 B l_qno _ qno_qn+1
1-¢g l1-¢g l1-¢g
_gla
l-q

L'énoncé précédent peut étre retenu plutdt sous la forme ci-apres, puisque n—rny+1
correspond au nombre de termes des sommes, et pour la seconde g™ au premier
terme.

Sommes de termes arithmétiques et geéométriques

0 Résumé
Nous pouvons retenir ces formules de la maniére suivante :

. . . premier terme + dernier terme
) suite arithmétique = nb termes x 5 )

moyenne des termes extrémes

1— I.aisonnb termes

) suite géométrique = premier terme x -
1 —raison

la suite (k);en étant arithmétique de raison 1, tandis que (g*);cy est géomé-
trique de raison g.

Exemple 12

1. Calculer 1+2+4+8+---+ 1024, en commencant par I'écrire sous forme

d’'une somme.

4

10 10
2. Calculer ) ket ) k°.

k=5 k=7
4
ENCADRER DES SOMMES. Pour obtenir un encadrement sur une somme, on uti-

lise en général la proposition ci-dessous : il suffit d’encadrer le terme sommé.

Proposition 6 | Sommer des inégalités
Soient (n,p) eN?, n= p, et(ay,...,a,) e K" P*', (b,,...,b,) e K"P*' Alors :
n

n
Vkelp,n], ar<b, = ) ap< ) b.

k=p k=p
Exemple 13
LG 2
1. PourneN*, onposeS, =) P Montrons que: ;5 < S, < —7. Quel
k=1
est 'intérét de cet encadrement?
7
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2.

Nous avons établi que :

Vx eR,
Majorer alors

4

[sinx| < |x].

n

k=

sin( n)
0 2k

. Quel est I'intérét de cette majoration?

CODAGE INFORMATIQUE D'UNE SOMME. Passons maintenant a l'aspect infor-
matique du symbole somme.

n
—® (Calculde ) a;)
k=p
def somme a(p, n):
S=0
for k in range(p, n+1):
S += a; # le terme a k est a taper a la main en |\
— fonction de la somme
return S

n
Par exemple, la fonction ci-apres réalise le calcul de ) cos(kx), avec x € R.
k=p
def somme cos(p, n, X):
S=0
for k in range(p, n+1):
S += ma.cos (k*x)
return S
>>> somme_cos (0, 10, 1)
-0.4174477464559059
>>> somme_cos (0, 10, 0) # résultat attendu car on somme 1, onze |\
— fois
11.0

Remarque 2 Vous noterez qu’ils n'est pas utile de préciser la convention n < p
(somme nulle) : en effet, sin < p, le range sera vide et on retournera bien la
variable S restée a 0.
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n Produits

Notation Notation [ |
® Soit (n,m) € Z* avec n < m et (ay, ...,a,,) € K™ "', On appelle produit
m

[T a, I a

des ay,n < k < m, la quantité notée [] a; ou encore

k=n nsk<sm ke[n,m]
et définie par :
m
[T ax=a,x-xa,,.
k=n
Lécriture avec «...» est généralement appelée |'écriture en extension du

produit.

®  On appelle bornes du produit les entiers relatifs n, m, indice de la somme la
variable k et a;, n < k < m le terme général d’ordre k.

® [Convention]’ Soit (1, m) € Z* tel que n > m, alors on pose :
m
H ak = ].
k=n

® Plus généralement, si I est un ensemble contenant un nombre fini d’élé-

ments, et si pour tout k € I on associé un réel ay, alors || a, désigne le
kel
produit de tous les a,. lorsque k € 1.

[Convention] [];c4 a; =1 par convention.

® On peut ajouter en plus des « contraintes » sous I'indice de produit, comme
pour les sommes.

Remarque3 (A propos des conventions) Lorsqu'une somme estvide, elle vaut
0, cela correspond al’élément neutre pour le +. En effet, additionner 0 ne change
paslavaleur d'un nombre. De méme, lorsqu’un produit est vide, il vaut1’élément
neutre de x, c’est-a-dire 1 car si on multiplie un nombre par 1, il est inchangé.
Parfois, I'utilisation d’'une somme ou d'un produit vide peut simplifier I'expres-
sion de certaines propriétés en évitant de traiter des cas particuliers a part.

Attention Lindice d'un produit est « muet »

Comme pour les sommes, il n’apparait que dans la notation [] et non dans ce
qu’elle représente. On peut donc écrire :

m m m
[Tac=1]a-= Haj-
k=n i=n j=n

2. Pour des bornes mal ordonnées

— Proposition 7 | Propriété des produits
Soient (n,p) EN?, n > p, ceKet(ay,...,a,) K" P, (b,, ..., b,) e K" P,

|
I=-
Q
=

o [[(arxb)=[]arx [] b
k=p k=p k=p

n
PY I] c= Cn—p+l
k=p k=p

n n «
® Ya e R, (telque toutes les puissances soient définies) H (a,‘;‘) = ( H ak) .
= k:p

k

P
SoitdeplusreN, p <r < n.Alors:

n
[T ax.

k=r+1

® [Relation de CHASLES]

n r
[T ax = TT ax x
k=p k=p

Remarque & Les changements d’indice se réalisent de la méme facon qu’avec
les sommes, nous ne revenons pas dessus.

— Proposition 8 | Compatibilité avec exp /In
Soient (n,p) eN?, n = p, (ay,...,a,) € R"P*! Alors :

° Z]n(ak):ln(nak) sia, >0pourtoutk € [p, n].
k=p k=p

n n
° He“k:exp(Zak).
k:p k:p

Preuve  Conséquence directe des propriétés sur 'exponentielle et le logarithme.

n
Exemple 14 Calculer [] e?".
k=1

4
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Proposition 9 | Produits téléscopiques
Soit (n,p) eN?, n= p et (a,, ...,a,) € K" P*! non nuls. Alors :

Ape 1 _ Apy1

k=p Gk ap
Un produit de la forme précédente est appelé produit téléscopique.

Preuve

®  Une premiére preuve peut utiliser directement la définition d’'un produit.

n
a a a1 a
Hﬂ=n_+lxﬂx...x/=n_+l'
k=p ag % =1 ap ap
®  Une seconde preuve consiste a utiliser un changement d’indice.

7

" k+3
Exemple 15 Soit n € N*. Calculer [] —

k=1
® [1ére Méthode : en se ramenant a un téléscopage classique]

4

® [2éme Méthode : en utilisant un changement d’indice]

Remarque 5 Les téléscopages plus généraux se traitent comme ceux des
somimes, nous n'y revenons pas ici.

o Attention Il n’existe pas de formule pour ....

Hlae+b) =% Llapxb) =% R(ap)=*

Autrement dit :

® on sépare facilement une somme en deux s’il y a une somme ou une sous-
traction entre les termes.

® On sépare facilement un produit en deux s’il y a un produit ou une division
entre les termes.

On termine par une grandeur qui va nous intéresser dans la suite.

n
[Tk
k=1

1

n!=

Note

— Définition 1| Factorielle d'un entier positif
Soit n = 0. Alors on appelle factorielle de n, notée n!, la quantité suivante :

sin=1,
sin=0.

0
Vous pouvez noter que le cas n = 0 est inclus dans le ler puisque [ k=1
k=1
par convention.
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Exemple 16 Calculer n! pour n € [0, 4]. 4 i_i_,_i
# ©o120 11 10v
7

Proposition 10 | Par récurrence
La suite (n!),¢y €st 'unique suite (a,, )¢y Vérifiant :

a,=1, VneN, a,,,=(Mm+1)-a,.

13
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n
Exemple 18 Calculer [] 5\/% (k +3) pour n = 1, exprimer le résultat a I'aide de

Preuve . k=1
4 factorielles.
R4

Exemple 17 Simplifier les expressions suivantes.
8!
6!

4

1.

11!
92!’

131 —12! Méthode (ALG) 4.4 (Séparation de produit en indices pairs/impairs) Il est

3. 121 parfois intéressant aussi de séparer les produits selon leurs termes impairs et

7 pairs. En d’autres termes, on a :
2n n n-1
[Tar=[1axx []axn
k=0 k=0 k=0

=(ay xayx+xay,) x(ay x ag x ... Xz, ;).
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Exemple 19 (Produit des pairs et impairs avec la factorielle) Exprimer en

fonction de factorielles les produits ci-dessous, soit 7 € N*.
n
1. J[2k).
k=1

7

2k +1).
0

N
W‘ 7:[:

Exemple 20 (Produit des négatifs) Exprimer en fonction de factorielles les
produits ci-dessous.

()
k=1

R4

n

2. J](-2k).

Remarque 6 La factorielle est une suite qui grandit trés vite, plus que les suites
exponentielles! Pour 'exemple, le nombre d’arbres phylogénétiques théorique-
ment possibles grandit en fonction du nombre d’espéces considérées comme
une factorielle.

CODAGE INFORMATIQUE D'UN PRODUIT. Passons maintenant a l'aspect infor-
matique du symbole produit.

n
—® (Calculde [] a;)
k=p
def produit(p, n):
P=1
for k in range(p, n+l):
P *= a, # a adapter en fonction de la somme
return P

n
Par exemple, la fonction ci-aprés réalise le calcul de [] e**, avec x € R.
k=p
def produit(p, n, X):
P=1
for k in range(p, n+1):
P *= ma.exp(k*x)
return P
>>> produit(0, 10, 1)
7.694785265142015e+23
>>> produit(0, 10, 0) # résultat attendu
1.0
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Remarque 7 Vous noterez qu’ils n’est pas utile de préciser la convention n < p o [Cas n€{0,1}: vérification « ala main »]
(produit valant 1) : en effet, sin < p, le range sera vide et on retournera bien la g

variable P restée a 1.

n COEFFICIENTS BINOMIAUX ET FORMULE DU BINOME

m Coefficients binomiaux

e ()= W. En effet,
Les coefficients binomiaux seront revus dans le Chapitre (ALG) 9 dans un contexte o [Casn =3 :expression factorielle]
de dénombrement. Pour le moment, nous nous intéressons qu’al’aspect calculatoire P

et analytique. -

Définition 2 | Coefficients binomiaux
Soit n e N et k € Z. On définit alors :

n\_ |t si0<ks<n,
k 0 sinon.

Exemple 21 (Quelques coefficients binomiaux) Soit n € N.
. (,;) 1, (;,) _n (_,,1) — 0. En effet, o [Casn€{0,1,2}: vérification « a la main »]
4

p
R

o ()= @ En effet,
o [Cas n = 2:expression factorielle]

4

— Proposition 11| Propriété des coefficients binomiaux
SoitneNetkeZ.

® [Forme simplifiée] Si0O<k<n,

(n): nn-1)...(n—-k+1)

k k!
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® [Valeurs remarquables]
n n n n
= = ]_, = =n.

® [Formule d’absorption]

fi)=olics)

® [Symétrie]
n | (n
n-k| \k/

® [Formule de Pascat]

e[l

Preuve  Pour simplifier, nous faisons les preuves uniquement dans le cas ol I'expression
factorielle est en vigueur. Les autres cas se traitent a part sans difficulté.

®  Tidée aretenir c’est qu'on peut simplifier n! avec (n — k)!. On a plus formellement :

n n-k n n n
i ix J] i IT i IT i
ny_ n! _ =1 _ A=l i=n—k+1  _ i=n—k+1 _ i=n—k+1
k| kl(n-k) nk n-k Tk kO
k! x i k! x i

i=1 =1
On obtient alors la premiere égalité.
®  Valeurs remarquables déja vues partiellement, les valeurs (%) et (") sont une consé-
quence de la symétrie que nous allons justifier plus tard.

®  Supposons que 0 < k < n. Alorson a0 < n—k < n al’aide d'opérations élémentaires
sur I'encadrement. On a alors :

P4

no\|_ n! _ n! _n
n-k| (n-kl(n-(n-k)! (n-k)k! \k)
®  Nous faisons uniquement la preuve dans le cas 0 < k < n, les autres se vérifient a part.
Onaalors 1 < k < n donc en particulier 0<s k < net0< k—1< n-1,'expression
factorielle est en vigueur.

4

®  Nous faisons uniquement la preuve dans le cas 0 < k < n, les autres cas se vérifient a
part.

n n | n! n!
k) T \k+1) T =k T e+ Din—k—-1)!

_ n! 1 1

= k!(n—k—l)!(n—k+ k+1]
_ n! k+1+(n-k)
- k!(n—k—l)!((n—k)(k+l))

_ n! n+1

T kl(n-k-1)(n-k)(k+1)
_ (n+1)!

T (k+1)((n+1) = (k+1))

_ n+1
“k+1)

VISUALISATION A L'AIDE DU TRIANGLE DE PASCAL. La formule de Pascal per-
met de calculer facilement les coefficients binomiaux de proche en proche en les
placant dans un tableau, appelé triangle de PascaL:

nlk— 01 2 3 4 56

0 1
1 11
n n
+
2 121 . . (lc) (k+1)
oul’onlit:
3 1331 _|(n+l
k+1
4 14 6|41
5 1 510 10 5 1
6 1 615 20 1561

La formule de PascaL permet aussi de calculer la valeur des premiers coefficients
binomiaux, de maniere « récursive » (i.e. en utilisant les valeurs calculées précédem-
ment).

Exercice 1 Soit (k,n) € N2

1. Justifier ) 1n_1n+1
) ustthierque - k+1\k] n+1lk+1)
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Corollaire 1 ] ] ] -
Les coefficients binomiaux sont des entiers positifs.

n oL n+1
21) Montrer, en utilisant la formule de PascaL, que : Z = .
ok \k k+1
2.2) Interpréter (a I'aide d’'un dessin sur le triangle de PascaL) la formule
précédente.

La formule de PascaL permet aussi de démontrer un fait qui pour I'instant n’était
pas évident : les coefficients binomiaux sont des entiers.

— Theoréme 1| Formule du bindme de NEWTON
Soient (a,b) e K?>etneN.Ona:

Preuve  Montrons la propriété 2#(n) «Vk<n, (Z) eN» pour n € N, par récurrence
simple sur n. (notez que la propriété ne dépend que de n, l'indice k étant muet a cause du
symbole V)

Initialisation. Montrons que: Vk<0, (})eN.

®Si k <0,alors (;)=0€eN. ®Sik=0,alors (j)=1€eN.

Hérédité. Soit n € N. Supposonsque: Vk<n, (Z) € N. Montrons que :

n+1
Vksn+l,( )el\l.
k
Soitdonck<n+1.

® Sik=n+1,alors (") =(""])=1€eN.

®  Sik < n.Alors d’aprés la formule de PAscaL :

) [ oo

eN(HR) eN(HR)
Le corollaire est donc établi par principe de récurrence.

(a+by'= Y (Z)akb”‘k (: 5 (Z)a"'kbk).

k=0 k=0

version en général utilisée version en général utilisée

pour citer la formule pour développer

Preuve  Constatons d’abord que :

5 (Z)a"b""‘ =y (Z)a""‘b".

k=0 k=0

Soit (a, b) € K*. Montrons par récurrence que :

vreN, (a+b)"=), (:)akb"'k.

k=0

S (0 0
Initialisation. Ona(a+b)’=1et ) (k)akb"‘k = (0)a°b° =1.
k=0

n

Hérédité. Soit n €N, on suppose que (@ +b)" = ) (Z)akb"'k. Alors :

k=0
4
(a+b)™ =(a+b) y. (n)u"b""‘
i=o\k

> linéarité de la somme

" n " n
- Z (lk+1bn_k+ Z akb"“""
k =k

n ; ; *(n
- zbn—z+1 + khn+1—k
il £ e

k=0

= (n)a"+lb0+ X":( n )aibn—Hl + i (n)akb”“‘k N (n)aoh"““’
n =1 \k 0

i=1 i—1

- an+l + i ((kn 1) + (’;))akbrﬁ—l—k +hn+l
k=1 -

- an+1 + i (n; l)akhnﬂ—k + bn+1
k=1

>enposanti:k+1

> formule de PascaL

=y "7

k=0
Do le résultat par principe de récurrence.

() (” + l)akbrﬁl—k.

Remarque 8 Dans la formule du bindme de NEwTON, que nous utiliserons pour
I'instant seulement dans des cas ou n a une valeur précise (et petite) :

1.

tous les termes sont des produits d'une puissance de a et d'une puissance
de b, de telle sorte que la somme de ces puissances monrougeonne 7. Et
toutes les possibilités apparaissent.

Le coefficient binomial devant le terme a* b"~* est () ou (c’est pareil) (," ),
autrement dit c’est la puissance de a ou de b parmi la puissance totale 7.

kbn—k n—kbk

En particulier les coefficients devant a et devant a sont les
mémes. La formule est donc symétrique par rapport au « milieu» de la
somme.

Quand n est petit, il suffit donc souvent de calculer jusqu’a (;‘ ), au pire des
cas jusqu'a () et ceci peut se faire facilement avec la formule avec la facto-
rielle ou le triangle de PascaL.

Traditionnellement, lorsqu’on applique la formule, on commence par les
grandes puissances de a (forme entre parentheéses de la formule).
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Exemple 22 Développer, pour a et b deux élémentsde K, (a+b)?, (a+b)3, (a+
b)*,(a + b)>. Complétez en méme temps le triangle de PascaL dans la colonne
de droite.

(asby=
(a+by=
(a+b)' -

~
Q
+
S
—
(&2}
Il

Exemple 23 Ecrire une formule pour (a — b)".

Le résultat qui suit n'est a apprendre par coeur, mais est trés classique.

Corollaire 2 | Deux cas particuliers

Soit n € N.

i(',:)ﬂ”, i(Z)(—nk:{" .

k=0 k=0 1 sinon.

Preuve

7

Exemple 24 Simplifier pour n e N et p €]0,1[ :
S (1 ok n—k =)k n—k
L=Y | |[p*Q-p)* % E=3Y k|, |p*(1-p)"*
i=o\k k=0 \k

Toute l'assemblée aura bien siir reconnu l'espérance d’'une loi binomiale

Note
dansE

n SOMMES DOUBLES

Dans cette derniére section, on s’intéresse a la notion de somme double, i.e. de

termes possédant deux indices et notés a; ;,1 < i <n,1 <j<p avecn,p = 0. Afin
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d’alléger la présentation, on suppose donc que les indices 7, j sont définis a partir de
1, mais naturellement ces notions peuvent étre étendues a des sommes doubles plus
générales, comme pour les sommes simples.

somme
par ligne

ap ai» a3 ay p )y ay,j
j=1
p
az, az o a3 ap ayj
j=1
p
as, as o ass asp Z as,;
j=1
p
apa ayo ap3 oee an,p Z an,j
j=1
n n n n n p
somime
par colonne Z a; Z a;, Z a3 Z i,p Z Z i,j
i=1 i=1 i=1 = i=1j=1

On peut alors imaginer que les termes sont regroupés dans un tableau a deux en-
trées. La zone sur fond rouge correspond alors ce que nous appellerons dans la suite
la surdiagonale du tableau.

m Sommes doubles libres

Commencons par une propriété qui nous servira dans la suite : on peut toujours
permuter deux sommes simples.

Proposition 12 | Permuation de sommes simples
Soient (1, p) € (N*)? et (a,])1<,<,, e K"P, alors :

<]<p
n p p n
2 Y a=2 ) a.
i=1j=1 j=li=1

La formule se justifie sans trop de difficultés en revenant a la définition de somme
simple. Mais de maniere plus visuelle, constatons qu’elle signifie qu’il revient au-
méme de sommer tous les termes du tableau en le parcourant ligne apres ligne ou
colonne apres colonne. Logique! Plus précisément,

® pour i fixé, Z a; ; correspond a la somme des coefficients sur la ligne i,
j=1

® pourj fixé, Z a; j correspond a la somme des coefficients sur la colonne j.

Lordre de sommatlon n'a pas d'importance et on peut adopter la notation com-

pacte:
Notation Somme double libre
Soient (n, p) € (N*)? et(a,])1<,<n e K",
1sj<p
® On appelle somme double des a; ], 1 <is<nl<j< p,laquantité notée
Y. a;;ouencore > a; j, définie par :
E e (B.)e[L,n]=[1,p]
n
Y ay=Y Yay= Z 2 a
1<isn i=1 j=1 j=li=1
1sjsp
® Et lorsqu'on somme sur la méme plage d’indices, c'est-a-dire n = p, on
note :

> aij = >

1<i,j<n (ij)e[1,n]?

n n n
L= Z Z Z Zai,j'
i=1 :

Remarque 9 Méme si ci-dessus il n'y a qu'un symbole somme, on a bien deux
sommes simples cachées derriére.

> G-

1<i,j<n

Exemple 25 Calculer

4

CAS PARTICULIER : SOMMES DOUBLES A INDICES SEPARABLES. On préciseici
le cas de sommes doubles libres s’écrivant sous une forme particuliére. Commen-
cons par un premier exemple.
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Exemple 26 Calculer ). — pourn =1
1<ij<n 2"
7

De maniére générale, on a la formule suivante.

Proposition 13 | Somme double a « variables séparables »

Soient (1, p) € (N*)? et (a”)1<,<n e K", alors :
<]<p

oe(Ee) ()

somme
par ligne

a

n,n

—

Jj=
somme 2 3 L L L
) a; > Qo > a3 > Qi p I i\j

i=1 i=1 i=1 i=1 i=1j=i

par colonne

Cela consiste a instaurer une contrainte entre les deux indices. Regardons la seconde
ligne du tableau, pour i = 2, alors j parcourt 2 = 2,3,..., p, plus généralement on a
ligne par ligne larelation 1<i<j<p.

Proposition 14 | Permuation de sommes triangulaires
Soient (1, p) € (N*)? et (a”)1<,<n e K"? avec n = p, alors :

<j<p
n n n o j
Z Za, = Z Z a;
i=1j=i j=1i=1

i=1j=1
Attention
p g s . o
Prewe Ona: VYie [l n], Z a;b; = (Z b.) par linéarité de la somme (a; est une Contrairement a la somme sur un rectangle, les bornes de la somme intérieure
J=1 dépendent de I'indice de la somme extérieure.

constante par rapport ala somme en j).

p
Or,B= Z{ b; est une constante par rapporta i, donc:
j=

ii“tbjj i“i(}é

i=1 j=1 i=1

o) Lam=(£a)s-(£

m Sommes doubles sous contrainte

Lidée est ici de définir la somme sur le triangle supérieur du tableau, par exemple.

On procederait de-méme pour le triangle inférieur.

Méthode (ALG) 4.5 (Permuter des sommes simples a indices liés) Pour retenir

n n n Jj
Z Zai,j = Z Zai,j’

i=1 j=i j=1i=1
toujours garder a I'esprit 'encadrement entre les indices: 1<i <j < p. Ainsi,
n j
pour ) Y a;;:
j=1i=1
® siin'existe pas, j se balade entre 1 et p, ce qui explique la somme extérieure
enj.

® Si j est fixé entre 1 et n, alors i se balade entre 1 et j, ce qui explique la
somme intérieure en i.
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Notation

Soient (1, p) € (N*)? et (al])1<,<n e K"? avec n = p. On appelle alors :

somme double sur le trzangle superzeur la somme

somme double sur le triangle supérieur strict la somme

Somme double sous contrainte

1sjsp

> Yay=Y Yay

i=1 j=i j=1i=1

Z Z ajj = ZZ“»}

i=1 j=i+1 Jj=2i=1

Soit n e N. Calculer Y (j-1i).

(]
> Yy =
1<l<]<p
[
Y ay=
1<i<jsp
Exemple 27
1.
7
2.

o<igj<n

n

Soit n € N*. Calculer Z > 5.

[Echec]

R4

11]1]

®  [Réussite]

R4
n-1n-1 0+1
Exercice2 Pourun entier n> 1, calculer: S= ) ) (\"/_ ) /2 de-
=0 k=t

signe l'unique réel positif tel que ( {'/E)n =2.

CODAGE INFORMATIQUE D'UNE SOMME DOUBLE. Passons maintenant a l'as-
pect informatique du symbole somme double.

n
- (Calculde ) iai’j)
i=1j=1
def somme(p, n):
S=0
for i in range(1l, n+l):
for j in range(1l, p+1):
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S +=a
return S

i,j

On adapte aussi facilement aux sommes doubles a indices liés.

# a adapter en fonction de la somme

FICHE METHODES

Les méthodes du cours sont toutes reprises dans cette section.
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[~ ..
>-@ (calculde Z a,,]) Méthode (ALG) 41 (Changement d’indice de translation « £ = k+1,0 = k+2»)

1<igj<p
def somme(p): ® [Décalage d’'un rang]
S=0 n n+1 (—)enposant £ =k +1
L s . ap = ag_
for 1 in range(1l, p+1): kgp & e=§+1 -1 {(«—)enposantk:Q—l.

for j in range(i, p+1):
S += a;; # a adapter en fonction de la somme N
. n n+
t S _ (—=)enposant £ =k +N
rerae k;,ak_ L G { (—)enposant k =£—N.

® [Décalage de plusieurs rangs] Soit N un entier. Alors :

L=p+N

Méthode (ALG) 4.2 (Changement d’indice de renversement « £ = 1 — k »)

L g (—)enposantf=n-k
Zak:Zan—e (—)en k=n—2¢
o = — posant k = n —£.
A droite, on doit conserver une borne de début de somme qui est inférieure a la
borne de fin de somme pour ne pas avoir une somme vide (gardez a l'esprit la
convention d’ordre des bornes).

Méthode (ALG) 4.3 (Séparation de somme en indices pairs/impairs) Lorsque
le signe change en fonction de la parité de 'indice, il est parfois intéressant
de séparer la somme des indices pairs de celle des indices impairs. En d’autres

termes :
2n
Z ak:a0+a1+"'+a2n_1+a2n
k=0

(ag+a,+-+ay,)+(a,+az++ay,_;)
n n—-1
= ) Gyt ) Ao
k=0 k=0
Méthode (ALG) 4.4 (Séparation de produit en indices pairs/impairs) Il est

parfois intéressant aussi de séparer les produits selon leurs termes impairs et
pairs. En d’autres termes, on a :

2n n n—1
[T ac= 11 ax x [ @zt
k=0 k=0 k=0

=(ay xayxxay,) x(ay xag x ... Xz, ;).
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Méthode (ALG) 4.5 (Permuter des sommes simples a indices liés) Pour retenir n EXERCICES

n n n J
2 Y ;=) ) aij
i=1 j=i j=1i=1
toujours garder a I'esprit 'encadrement entre les indices: 1<1i <j < p. Ainsi,

noJj
pour Y ) a;:

La liste ci-dessous représente les éléments a maitriser absolument. Pour les travailler,
il sagit de refaire les exemples du cours et les exercices associés a chaque item.

j=1i=1 Savoir-faire

® siinexiste pas, j se balade entre 1 et p, ce qui explique la somme extérieure 1. Connaitre les manipulations sur les sommes et produits :
enj. ® connaitre la définition de la somme et saconvention.................... O
® i est fixé entre 1 et n, alors i se balade entre 1 et j, ce qui explique la ®  savoir passer d'une notation en extension a une notation avec le symbole
somime intérieure en i. ) S O
®  connaitre la définition de produit et sa convention...................... O
L connaitre lessommesusuelles . ...ttt (]
® savoir utiliser la linéarité, la relation de CHASLES ........ovvvivirnnnrnnn. O
®  connaitre les différentes propriétés des sommes et produits ............. ([

2.  Savoir utiliser les méthodes de calcul de sommes et produits :

® Jechangementdevariable.......... ... .. i |
® les sommes et produits télescopiques .......... ..o, ([

3. Concernant les notions de factorielle et coefficients binomiaux :

®  connaitre les définitions et propriétés de la factorielle................... ([
®  connaitre les définitions et propriétés des coefficients binomiaux........ O
L] savoir utiliser la formule du bindme de NEWTON ........................ ([

4.  Concernant les sommes doubles :

° connaitre la définition d'une sommedouble............................ O
° savoir effectuer une permutation de SOMMeS .............oovuevrenen... O
Signalétique du TD

Les exercices possédent un niveau de difficulté allant de @00C a @ @e@.
Les exercices labellisés ® ® ® doivent étre travaillés une fois le reste bien compris.

Merci de déposer les exercices rédigés en scannant ce QR code, au plus tard le dimanche
20h pour le TD du mardi, ou le mercredi 20h pour le TD du jeudi.
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Cahier de calculs

Fiche(s) a travailler 18,19

Sommes

Exercice 1| eoo Des points de suspension au symbole ) Ecrire les sommes
suivantes en utilisant le symbole )_ :

1. In2+In3+In4+--+In10, 2. 3'+3°+3%+...+35,
3. 2+4+6+8+---+1024, 4,

1 2 3 4 10
5. §+Z+§+E+"'+@’ 6.

1 1 1 1 1 1 1
1+§+§+Z+g+€+7+§,
2—-4+6-8+...+50.

CALCULS DIRECTS

Exercice 2 | eooChangements d’indices solution Soit n € N*. Remplacer le
symbole * dans les égalités suivantes :
n * n+3 *
1. Y (k+Dag=) ja,, 2. ) ap,=) a;,
k=1 j= k=2 j=*
n+l *

3. ) a, =) a;
k=1 Jj=x*

n n *
be ) Gyt ) Gy = )4
k=1 k=1 j:*

Exercice 3 | eoo Calculs de sommes (hors téléscopage) Calculer les

sommes suivantes (o1 n désigne un entier naturel non nul) :

Solution

10 2022 6
1. Yk 2. Y m 3. Y i
k=1 £=2000 i=0
n n n
4. Y 27K 5 ) (2k+1), 6. ) 5%
k=0 k=1 k=0
2y 3" 8. ) (2K+k2+2 0. % -1
, + +2), .
kgl 4k+1 kgo( ) kgl k+1
n n n n
10. Y 2%, ) 2%kl 1 Y 2%%xFavecx#0, 122 Y (2i-1)°
k=0 k=0 k=0 i=1
n n-1 k
3. Y (3x2F+1), 1. 13 exp (—)
k=1 k=0 n

Exercice 4 | eeo Calculs de sommes avec formule du binome Soit

n € N*. Calculer les expressions suivantes :
n A n+1 ;
()(—1)’,2( ; )(—1)’,
0

n (n . n+l n .
1 Z(_)a’,Z(_)a]avecae[R, )
j=1\J l i=1
n-1 1 n)
i)

L n
T= kg k(k—l)(k),

1
1 [(n
i+1\if

Exercice 5| eeo [EdgarPO-Titouan Go] Simplification d’'une somme

Solution

N
S

~
Il

w
1=
—_—
S
~———
~
|
R~
L=
L
Fol
|

bl
Il

(5,
2]
—

1l
1=
~.

—_——
~————
(2]

7. puisS,= ) k2( ), 8.
=1 \k

1M

1. Montrer que, pourtous 1,p,g e Ntelsque0<g<p<n,ona
16=2)- G
a)\p-a] \p)\a)

p _
2. Endéduirelavaleurde: ) (n) (n q).
q=0 qj\p—4g

TELESCOPAGE

Exercice 6| eoo [EmmaRi-CarolineRO] Téléscopage simple Soit 2 > 1. Calcu-
n

kZ::1 \/k2+1+k.

ler:

Exercice 7| eeo [julesPE-Timothee SE] Téléscopage multiple Solution

1. Déterminer trois réels a, b et c tels que :
1 a b c
—_— = —
k(k+1)(k+2) k k+1 k+2
n 1
En déduire la valeur de —_—
k; k(k+1)(k+2)

2. Retrouver ce dernier résultat par récurrence : montrer que pour tout n = 1,

i 1 3 n(n+3)

Zik(k+1)(k+2) 4(n+1)(n+2)

Yk e N*,
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AUTRES TECHNIQUES

Exercice 8 | eo0o [Aurélieniz-CamilleDU] Une récurrence Solution

1. Montrer, par récurrence, que pour tout n € N,

Y kxk!'=(n+1)-1.
k=0

2. Retrouver ce résultat par un calcul direct.

Exercice 9
pairs

| @0 [Julie RA - Alice LA] Sommes d’indices pairs et im-
Soit n un entier naturel non nul. On définit les sommes suivantes :

n (2n =l 2n
S, = , T,= .
8 ,C;O (Zk) § ,§0 (2k+ 1)

1. DéterminerlavaleurdeS, + T, etdeS, - T,,.

Solution

2. En déduire une expression de S, et de T,, en fonction de n.

PROPRIETES

Exercice 10 | @00 [Oihan LE - Saleh SA] Montrer par récurrence que pour tout
2n

eN !
n : —
=1 k

Exercice 11| eee [OscarCO-YounésGU]  Soit (1) ,en+ Une suite a valeurs dans

2
n n
R.Onsuppose que pourtoutn € N*: Y uf = uy
k=1 k=1
VneN*,

Montrer par récurrence forte que : u, =n.

Exercice 12| eee Inégalité de CAUCHY-SCHWARZ Soient n = 1 un en-

tier, et (x4, ...,x,), (3, -.-,¥,) deux éléments de R".

Solution

n
1. Pourtout A € R, ondéfinit: P(A)= Y (y;+Ax;)>
i-1

11) Justifier que P est une fonction trindme ou affine, dont on précisera les
coefficients.

1.2) Quel est le signe de P?

1.3) En déduire 'inégalité de CAUCHY-SCHWARZ :

D XY S/ D xPx \/ Vi
i=1 i=1 i=1

Indication : On commencera par étudier le cas oiL :

Vie[l, n], x;=0

xZ.

no4.\2
2. [Application] En déduire que: (Z X ) <
1

n
L
=2 -

1

Exercice 13 | eee Transformation d’ABEL Soient n = 1 un entier, et
(X1, %), (1) -+, V) deux éléments de R". On définit de plus :
n

n
Xn: Zxk* Yn: ZJ’@
=1 =1

1. Justifier que y; =Y, —Y,_; pour tout k = 2.

Solution

n n-1
YA I+A - —
2. Montrerlégalité: > xiye= Y (xp —Xps1) Ye +X,Y,,.
k=1 k=1
On considere (x,),>; une suite décroissante positive, c’est-a-
VneN*, x,=x,,, =0.Montrer que:

3. [Application]
dire telle que :

n
0< Y (1) 'x < x.
k=1

Factorielles, Produits

CALCULS DIRECTS

Exercice 14| eoo  sowtion Soitn €N, n = 3. Simplifier les nombres suivants :
7! _ 3x4! n! _(n+1) _(n+1) n!

A=w BT e CThoor PTuoy Erooa oo

Exercice 15| eoo  solution Soit (1, p, i) € N? non nuls avec p < n. Calculer les
produits suivants, en exprimant les résultats éventuellement en fonction de facto-
rielles :

1 ﬁ k et iﬁk 2 ﬁ exp (E) 3 ﬁ 2k
Tk k=i C ka n T a2k+1
n n 1
o ](4k-2) 5 ]‘[(1—@)
k=1 k=2
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Exercice 16| eeo solution Soientn

Exercice 17 | eeo

PROPRIETES

> letxg,...,X,_; € R™*.Démontrer que:

n-1 n-1
[TA+x)= ) x.
k=0 k=0

Sommes doubles

solution Dans cet exercice, n, m sont deux entiers naturels

non nuls. Calculer les sommes doubles suivantes :

Exercice 18 |
nul.

1.

Z p(q*+1) 2. iil et Y 1,3 iiizf,

p=0 g=0 i=1j=1 1<j<i<n i=1j=1
> Z— 5. > — 6. x/,avec x € R
i=1j=i J 1<ik=e<n £+1 1<j<isn
n? k+2 ) i ot nonofj
ki , 8. -, 9 Z Z B
k=0 i=k j=1i=0 ¥ i=1j=i \l

Devoir-maison ﬁu

Dans tout l'exercice, n désigne un entier naturel non

n
— Z (3 X24k+1 _2k2_3).
k=1

Calculer la somme suivante :

T 1 n
R”:,;E(Ic—l)'
21) Soit k € [1, n]. Montrer que :
If n) 1 [(n+l
E(k—l)_nﬂ( k )

On justifiera soigneusement les éventuelles conventions ou non de cette for-
mule.

Notons:

2(2"-1)
n+l

22) Endéduireque: R, =

Exercice 19 |

1. Pourtoutn €N, on pose:

11) Soit (p, q) € N? tel que p < g. Justifier que :
1.2) En déduire que pour tout n € N,

2. 21) Montrer que pour tout n € N,

||M=

2.2) En déduire que, pour tout 7 € N :

q
> 2F
k=p

u, =n2""+1

u, = i(k+ 1)2k,

k=0
pourra commencer par permuter les symboles sommes.

=24+l _op,

Indication : On

n
Y k2l =(n-1)2"+1.

k=0
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SOLUTIONS DES EXERCICES D'ou:
nogk oy 3 1-(3)" [3 3\n
,;4“1‘%*1* ¥ -1(1‘(1))-

8. Puisque 2 # 1 (pour la calcul de la somme géométrique), on a:

Solution (exercice 2) nonce

n n n n 1-2"1 p(n+1)(2n+1)
n+l1 k 2 k 2
2+ k" +2)= ) 28+ ) k°+ ) 2= + +2(n+1),
1. Z(k"‘l)“k— Z] kgo( ) kX::O kz::0 Igo 1-2 6
& nn+1)2n+1
n+3 n+2 donc:| Y (2F+k?*+2)=2""1-1+ (n+1)( )+2(n+1).
2. Z A_y = Z a;, k=0 6
nsl o 3 kz—l_ztk—l)M_ i(k 1)-26—("_1)"
3. Zank— Z_{la o k+l o kT 2
/= _— 10. On reconnait la somme des termes d'une sulte geométrique et on ob-
n
4. Z apy + Z Aoy = Qo+ Ay + Gy + Ay + A5+ + Ay = ) . tient donc en utilisant le fait que x** = (x?)* : Z k= Y (k=
k=1 k=1 j=2 -
{ l_l’fzgz six#letx#—-1n+1 six=1oux=-1. |
Solution (exercice 3) fnonce On reconnait pour la deuxiéme la somme des termes d'une suite géomé-
10 10( 10+1) trique et on obtient donc en utilisant le fait que x**! = (x?)* x x
1. k= 95| 1 1
Z - Z X2k+1 =x Z (Xz)k
2022 k=0 k=0
2, e_zzooon = (2022 -2000+ 1) x 7w =[23x]. xx =2 a1, x k-,
6 Bx(6+1)x(2x6+1) ={n+l six=1,
3. Zz = g =7x13=[91] ~(n+1)  six=-1.
4 O 3 2 k i 1 i 1k i (1 )k Pui . 11. On reconnait la somme des termes d’une suite géométrique et on obtient
na =) —=) —= —| .Puisque ; # 1,0na: . . ko3k y=k — gk (3)k L ko (LYk —
= Sk T Lok T &) que 3 donc en utilisant le fait que a*23*x (2% =a x8" x (1) =
n l)k 1_(%)"*—1 (1)n+1) 1_(8_a n+1
il I VP AY B . " (8a\k —>L__ six+8a
k o3k _ ’
sl o e feenet- £ 5
n n n n(n+1 - n+1 six=38a.
5. Y k+D=23 k+ Y 1=2x D e D)4 n=[an 52
k=1 k=1 k=1 2 12. On commence par développer la puissance cube al'intérieur de la somme
n n n
6. Ona: Y 52k — Z (5%)k Z 25, Puisque 25 # 1, on a : Y o5k — puis on utilise la linéarité de la somme. On obtient donc : )_(2i — 1?3 =
k=0 k=0 k=0 k=0 " " N i ; i=1
n+l
1-25"7" _ i(25n+1 _1)l Y (8i*-12i*+6i-1)=8Y i*-12) i*+6 ) i— Y 1. On utilise en-
1-25 24 i=1 j= i= i= i= .
n gk n k suite le formulaire sur les sommes et on obtient alors : Y (2i —1)® =
7. 3 12(3) Puisque 3 # 1,0ona
=— - uisqu j
o144 s \a . 8 n(n+1))\* 12n(n+1)(2n+1)_'_6n(n+1) " ‘n2(4n2+4n+1)‘
3\n+l1- 3\n e — - - = .
i(§)k:(§)lxl—(z) _3 1-(3) 2 6 2
o \a 4 1-3 4 :
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13.

14.

— 2"
5 + n par linéarité et car 2 # 1.

n n n 1
Y (3x2F+1)=3 Y 2F+ Y 1=3x2x -

k=1 k=1 k=1
n
Donc| Y (3x2F+1)=6(2"-1)+n.
k=1
n-1 k 1 n=l 1 1—(6%)’1
- ~ k
%Zexp(—) = —Z(e%) = = —— car er # 1. Ainsi
k=0 n N k=0 n1-—en
ln—lex (k)_ 1 1-e
" k=0 Pln nl-es

Solution (exercice 4) tnonce

™ In . R
Z( @’ =(1+a)"| en reconnaissant un bindme de NEWTON car
J

n(n\ . "n)y . . N N
Z( @’ = Y |.|a’1"7. Pour la seconde, on se rameéne a la for-
j=o0\J j=0
mule du bindme de NEwToON en utilisant la relation de CHASLES :
n+1 n . n (n . n n

ad = Y | |a - a® + a™!'. Par convention, on a :
j=1 J j=0 J 0 n+l1

0 et ainsi on obtient en utilisant le bin6me de NEWTON :

e = +a)" -

—-1Y =0| grace au binome de NEwTON car Z( )( 1)y =
j=0

~. 3

n
)( 1J1"7 = (1 - 1)". Pour la seconde, on se rameéne a la for-

mute du binéme de NEwTON en utilisant la relatlon de CHASLES :

n+1)( 1) = 'il(n+1( 1) - n+1( 1) — 1)(_1)n+1 _
—1+(—1)"=(—1)"—

i=0

(1 l)n+1 _(_1)n+1 :_1+(_1)n+2:

+1
Ainsi on obtient que : Z (n )( 1) =(-1)"-
imi\ @

On se rameéne a la formule du bindme de NEwTON en utilisant les pro-

1yt -1z -1\
priétés sur les puissances. On obtient : Z (J)( Y _ > > (n) (?) =

=0 2]+1
—1( 1)" -1
—|1-=| =|—.
2 2 2n+1

n=llp) (1)K
= (—) 1"k Afin de pouvoir utiliser la formule du

i=o 3F ) k=0 \k)\3
binéme de NEwTON, on utilise la relation de CHASLES pour obtenir :
l(n) & (n (1)k1n_k n (1)"_(1+1)" 1 _(4)n 1
= 3k\k]  \k)\3 nf\3) 3 3n 3 3n
4" -1

3"

On peut déja remarquer que : S, = Z]( ) =0 x (”) + Z](n) = Z](n)
0) i=°\J =1 \J

Ici on ne sait pas calculer la somme sans transformation caril y ale j. On
utilise d’abord une propriété des coefficients binomiaux, et on obtient :

S0 o8 [ R oft ] o ]

car n est alors indépendant de I'indice de sommation donc on peut le sor-
tir de la somme. Pour se ramener a du bin6me de NEWTON, on commence

n
par poser le changement d’indice : i = j — 1 et on obtient S; = Z](n) =

n Z ( ) (c’estici qu'il est mieux d’étre passé au début d'une somme al-

lant de 0 anaunesomme allant de 1 a z car sinon on aurait un indice com-
mencant a -1. Si on n’a pas changé la somme au début, une autre méthode
est alors de faire ici une relation de CHASLES afin d’isoler I'indice -1). On re-

& (i’l) n-1
S, =>j|.|=n2""".
j=0 \J

Il s’agit ici d’appliquer deux fois de suite la propriété sur les coefficients bi-

connait alors un bindéme de NEwWTON et on obtient

-1
nomiaux: T =n Z (k- 1)( 1) en reprenant les calculs faits au-dessus.

k=2
On pourra aussi remarquer que la somme T peut étre commencée a 2. Puis

en réappliquant la propriété sur les coefficients binomiaux : (k — 1)(2:}) =

n-2
(n-1)(}7), on obtient que : T = n(n - 1) Z (k ) On effectue alors
k=2 \k =

n-2 2
le changement d’indice j = k — 2 et on obtient T = n(n—1) )_ (n] )
j=0

Donc en utilisant le binbme de NEwTON, on a : ’T =n(n- 1)2”‘2.| Cal-

culde S, = ) K (E) : Comme k? = k(k — 1) + k et par linéarité de la
k=1
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k=1
ik(k_l)(’;)+ik() T48, =
k=2 k=1

La encore, il faut commencer par utiliser la propriété sur les coefficients

binomiaux. Comme (i + 1)(?/]) = (n + 1)(?), on obtient que : = (7) =

" 1 [n " 1 [n+1
Ll(’.”ll). Ainsi, la somme devient: S; = Y —| | = ) ) =
nl it ioi+1 ion+1li+1l

o[ “ n o (n
somme, on obtient que : S, = Zk Z k-1) el Yk el =
k=1 k=1

i+1

1 &(n+1
n+l 3p\li+1l
fait le changement d’indice j = i + 1 et on utilise aussi la relation de
CHASLES pour faire apparaitre le bindme de NEwToN. On obtient S; =

n 1 (n 1 *lip+1 1 ntl(p 41 n+1
;,—m(z-)— £ = Bl
[2n+1_1].

LG 1
obtient|S Z ( ) )

) car — ne dépend pas de 'indice de sommation i. On

. Ainsi, on

n+1

Solution (exercice7) itnonce

1.

® On commence par montrer qu’il existe trois réels a,b et c tels que
1 b

pour tout k € N* : REDE tt ot 73 En mettant au
méme dénominateur, on obtient que : Vk € N*, ———— =

k(k+1)(k+2)
. Cette relation doit étre vraie pour tout k €
a+b+c =0,
3a+2b+c =0,
2a =1
et b = —1. Ainsi, on obtient, par linéarité, que :
1 1 121 noo] 12 1
) DI S S
o k(k+1)(k+2) 2ok S k+1 25 k+2
® [ls’agitalors bien d'une somme télescopique. On pose le changement
d’indice : j = k + 1 dans la deuxiéme somme et le changement d’in-
dice : i = k + 2 dans la troisieme somme et on obtient :

(a+b+c)k®+(B3a+2b+c)k+2a
k(k+1)(k+2)

N* donc, par identification, on obtient que :

donca =c¢ =

N |=

i 1 lil n+ly] ] n+2]
Sk(k+1)(k+2) 2Zk S 250
1 71 nll 1n+21
S PRI D W
2ok ik 2izk
1 1 1 1 1 1
303l
2 2 n+1l 2\n+1 n+2

n(n+3)
4(n+1)(n+2)
en utilisation le fait que I'indice de sommation est muet, la relation de
CHASLES et en mettant tout au méme dénominateur.

On établie maintenant le résultat précédent par récurrence sur n € N* la
propriété :

1 n(n+3)
P(n): Z k(k+1)(k+2) 4(n+1)(n+2).
1 1 1 1

Initialisation. D’un coté, on a: Z

k(k+D(k+2) 10+1)(1+2) 6
1(1+3) 4

n(n+3) _ .
Mn+D)(nt2) — H+DA+2)  Ix6 = - Donc 2(1) est vraie.

Del'autre c6té,on a:

Hérédité. Soit n € N* fixé. On suppose la propriété vraie au rang
n+l 1

n, montrons qu'elle est vraie au rang n + 1. _—— =
a 8 L kDD
" 1 1

d’apres la relation de C .
,Cglk(k+1)(k+2)+(n+1)(n+2)(n+3) apres la relation de CHASLES

Puis par hypotheése de récurrence, on obtient que :
n+l 1 _ n(n+3) 1
k;l k(k+1)(k+2) 4n+1)(n+2) (n+1)(n+2)(n+3)
_ n®+6n°+9n+4
C4(n+1)(n+2)(n+3)
en mettant au méme dénominateur. Pour le numérateur on remarque que
-1 estracine évidente et ainsi en factorisant par 7z +1 on obtient par identifi-
cation des coefficients que : n3+6n*+9n+4 = (n+1)(n*+5n+4). Puisle cal-

cul du discriminant donne que 7 +6n?+9n+4 = (n+1)(n®+5n+4) = (n+

n+l 1 (n+1)(n+4)
1)(n+1)(n+4). Ainsi btient : = :
)(n+1)(n+4). Ainsi on obtient que kgl Kk D)(k+2)  4(n+2)(n+3)

Donc & (n + 1) est vraie.
Conclusion : il résulte du principe de récurrence que pour tout n € N* :

n 1 _ n(n+3)
,C; k(k+1)(k+2) 4(n+1)(n+2)

Solution (exercice 8) ¢nonce

n
Montrons par récurrence sur n € Nla propriété 2(n) : > kk!=(n+1)!-1.
k=0

0

Initialisation. pour n =0:ona ) kk!=0et1!—1 = 0. Ainsi, 2(0) est
k=0

vraie.
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Héréditée. Soit n € N. On suppose la propriété vraie a I'ordre n, vérifions
que Z2(n+1) estvraie. On a, en mettant a partle dernier terme de lasomme :

n+1l n
Y kk!= ) kk!'+(n+1)(n+1).
k=0 k=0

Par hypothese de récurrence, on a

n+1

Y kkl=(n+D!-1+(n+1)(n+1) =(n+(n+2)-1=(n+2)!-1.

k=0

Ainsi, 2(n + 1) est démontrée. Il résulte du principe de récurrence que :

n
VneN, ) kk!'=(n+1)!-1|

k=0

On peut aussi calculer directement :

n n
Y kxk!=) (k+1-1)xk!
k=0

k=0

i ((k+1)k! - k) = f ((k+1)!— k)
k=0 k=0

[CEDE

> téléscopage

Solution (exercice 9) icnonce

1.

Sion ne voit pas comment débuter, on commence par écrire lasomme

S, + T, sous forme développée. On obtient alors que : S, + T, =
2n

> ( s ) car on se rend compte en écrivant les sommes sous forme
(Iiégfeloppées que l'on obtient au final la somme de tous les coeffi-
cients binomiaux : S, correspond en effet a la somme des coeffi-
cients binomiaux (Zk") avec k pair et T,, correspond a la somme des
coefficients binomiaux (Zk") avec k impair donc en sommant les deux
on a bien la somme de tous les coefficients binomiaux pour k al-
lant de 0 a 2n. Ainsi, d’apres le bindbme de NEwTON, on obtient que :
Sy +T, =22"=4"]

De méme, on peut commencer par écrire lasomme S, —T,, sous forme

2n 2
développée. On obtient alors que : S, =T, = >_ ( I?)(—l)k car on se
k=0

rend compte en écrivant les sommes sous forme développées que 'on
obtient au final la somme de tous les coefficients binomiaux coeffi-
cientés par 1 ou par -1: les coefficients binomiaux (2,:’) avec k pair sont
coefficienté par 1 et les coefficients binomiaux (an) avec k impair sont
coefficienté par -1. Ainsi cela revient bien a sommer tous les nombres

(®7)(-1)* pour k allant de 0 4 2n. Ainsi, d’aprés le binome de NEWTON,

2. Il s’agit alors juste de résoudre le systeme {

on obtientque:|S,+T, =(1-1)" =0

S,+T, =2°",
S,-T, =0.

On obtient alors : 28, = 22", donc: [S, =22"'etT, =S, =22""1|

Solution (exercice 12) tnonce

1.

2.

1.2) Puisque P est une somme de carrés, ona:

[Application]

11) Soit A € R. Alors en développant le carré :

P(A) = i(yi +Ax;)?
-1

Z(J’iz +2\x;y; + A°x7)
i=1

= Zyi2+2)\ inyz"")\z szz
i=1 i=1

i=1

> linéarité de la somme

Il s'agit donc:

n
® d'une fonction affine si ) x? = 0. Alors dans ce cas le coefficient
i=1

n n
directeuresta =2 )_ x;y;, et 'ordonnée a l'origine b = ) y?.
i=1 i=1

n n
® D'un trindme sinon:aveca = Y x7 >0, b =2 ) x;y; etc =

i=1 i=1
n
2
ZJG' .
i=1

IVAeR, P(A)=0]

n
13) ® CasVie[l,n], x; =0, cest-a-dire Y x7 = 0. Linégalité est sim-

i=1
plement 0 < 0, qui est bien sir vérifiée.

n
® Cas ) x?#0.Dans ce cas, la fonction P est un trindme de signe

i=1
(positif) constant, donc son discriminant est négatif. Or,
n 2 n n
A=Db*-4ac= (2 inyi) —4) xFx Y y*<o.
i=1 i=1 i=1

n 2 n n

Ainsi, (2 > xl-yi) <4) x?x ) y?. Doulon tire en passant a
i=1 i=1 i=1

la racine (qui est une fonction croissante) et en simplifiant par 4 :

PIEDARS ZX?X Zyzz
i=1 V iz V =

11 suffit de choisir :

vie[l,n], y=.



pcsi1 € 2026-2027

31

£ Lycée Gustave EIFFEL - Bordeaux

L'inégalité de CaAucHY-SCHWARZ (€élevée au carré) donne alors :

n n n
X; 1
Y <Y xEx )y =,
— 21 — — 4
i=1 i=1 i=1
apparait alors dans le majorant une somme géométrique de raison i :
1\n
pL_11-()° 111
. 1 ~ 3 .
D4 4 1-1 433
n x;\* 1\ L2
On a donc établi que : L5 <3 Z‘ixi.
i= i=

Solution (exercice 13) (tnonce

1. La formule pour tout k = 2 découle d'un simple télésco-

page.

n n-1
2. Montronsl'égalité: Y xpy = Y (X —Xpp1) Yi + X, Y,
k=1 k=1
Commencons par traiter le cas n = 2. D’apres la question précédente, nous
avons :
n n
YoVe=xin+ )2 (Y=Y )
k=1 k':lz " linéarité de la somme
=xn+ 2 Y= 2 Ve
k=2 k=2 changement d'indice
n n-1 L=k -1 dans la deuxieme
=+ 2 0 Ye— Y Xea Y
k=2 =1 > .
indice muet
n n-1
=xn+ 2 Ve — ) XY
k=2 k=1 regroupement des sommes
n-1 sur les bornes communes
= +x,Y, %Y, + Xp—X Y,
1N non 22l kX::z( k k+1) k les termes surlignés
n-1 correspondent au terme
k=1 de la somme
= 2 (o =X ) Ve + X,Y,,
k=1
3. Supposons que
X, 2X, = 2x,20 et  y.=(-1)F"

Pour tout k € [1, n], nous avons

k , 1 sik estimpair,
Y= ) (-1 = . p
j=1 0 sik estpair.
Ainsi,
0<Y, <1

D’apres la transformation établie a la question précédente,

n n-1
YD xg = Y (g = x) Y X,
k=1 k=1

Comme la suite (x; ) est décroissante et positive, nous avons
x, =0.

Tous les termes du membre de droite sont donc positifs, d'ott
n

Y (- x=o0.

Xp—Xp41 =0 et

k=1
Par ailleurs, puisque Y;. < 1, nous obtenons
n k1 n-1
2D e < Y (X = Xpean) + X,
k=1 k=1
=X —X,+Xx,
= xl.
Finalement,

n
0< Y (1) 'x; < x.
k=1

Solution (exercice 14) tnonce

_ 7 _ 7x6! _
A=g=5%r=

_ 3x4! _ 3x4x3! _
B= (32 T 31x3x2

__n_ _ nx(n-1)! _
C= (n-1)! = (n-1) =[n]

1)! 1)xnx(n-1)x(n-2)x(n-3)!
D= (it = bl e 2038 — [(n+ Dn(n—1)(n—2).]

E= —EZtg: + —(n'fl)! =(n+Dn(n-N+n=n(n*-1+1)=

Solution (exercice 15) nonce

1.

n
[] k = n! par définition. Pour le second, il manque des entiers pour avoir

k=1
une factorielle, qu’il convient de rajouter.

i-1 i+n
k x k _
lﬁlk: =1 I!:[i :(H‘”)!
k=i = A (-1
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2.

Par propriété de 'exponentielle :
n

1
n K on Xk =
flew(£)-c &5* 20
k=1

On utilise la méme technique que dans le cours. Le produit des pairs se
calcule directement, mais pour les impairs on rajoute les pairs.
o2k 2nx(2n-2)x..x4x2
,Elzkn T @2n+1)x(2n-1)x...x3x1
_(2nx(2n-2)x..x4x2)?
T @Cn+1)x2n%x...x3%x2x1
_(@"nx(n-1)x..x2x1))
B 2n+1)!

22n(n!)2
2n+1)!|
En sortant un 2, on retombe sur le produit des impairs. On utilise alors la

méme technique que précédemment.
n

[[(4k-2)= f[ 2(2k-1)
k=1

k=1

=2"x(2n-1)x(2n-3)x...x3x1
_2"x2nx(2n—-1)x(2n-2)x..x3x2x1
- 2nx(2n—2)% ... x4x2

3 2" x (2n)!

T 2nxpx(n-1)x..x2x1
(2n)!

L

Une fois le terme général simplifié, on tombe sur des produits télésco-
piques.

fif-4)-

k=2

|
=

Il S

=
—~ —/—
T

ko

||
—
N —

n—1k=2 - k=2 k=2 changements d’indice
k k
_ k=1 k=3 _ n+l
== - =
2n
[1k TJlk
k=2 k=2

Solution (exercice 16)

Initialisation. Pour n =1, on a bien 1+ x;, = x,,.

fnonce Faisons une récurrence sur nn € N*.

Hérédité. Supposons la propriété vraie au rang n, alors :

ﬁ (1+x)
k=0

= ﬁl(l +x.)(1+x,)
k=0

hypothese de récurrence
n-1 n-1

= [T +x)+x, [T +x)
k=0 k=0
n-1
Z X+ Xy
k=0
n
= Z X
k=0

La propriété est donc établie par récurrence. On a donc:

n-1 n-1
[TA+x)= ) x
k=0 k=0

> HR + produit de réels = 1

\%

Solution (exercice 17) tnonce
1.

m m

pY q+p 1
q=0 q

=0

i ip(qzﬂ): i

p=0 g=0 p=0
i p 5 +p(m+1)
p=0
_m(m+1)2m+1) & n
= 5 Eop+(m+1)’;0p
m(m+1)2m+1)n(n+1)

= +(m+1
5 5 (m+1)

m(m+1)2m+1)

n(n+1)

= %(m+ )(2m*+m+6)n(n+1).

nn+1)

M=
M=

—

Il
M=
M=

—

Il
M=
=

Il

S
M=

—

Il
&

)
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n

Y i2l

M=
"
M=

i=1 j=1 i=1]j=1
n n 3
-2 |i%e
i=1| j=1
n 1-2"
=) |ix2
i=1 1-2

=2(2"-1) ii
i=1

=|(2" - l)n(_n +1).]

~.
N [\S]

M=
M=
—| %
Il
™M=
rvjs

i=1 j=i j=1li=1 7
n1d " 1jG+1)(2j+1)
- iy ey D@D
j=1] i=1 ]=1j 6
1 n
==Y (j®+3j+1)
=
1{n(n+1)(2n+1) 3n(n+1)
=— +n
6 6 2
= 1n(n+4)(n+2)
18 '

On commence par essayer de calculer la somme la plus intérieure. On n'y
arrive pas car on ne connait pas la somme des inverses. Ainsi on va donc
commencer par inverser le sens des symboles sommes. On a:

k n
1;02 ke_'-1 0<kgﬂ<n€+1_gge
Ainsi on obtient que :
PP S
= - k
0k=0fl+l S |L+1 5
n Q(€+l) 1 n(n+1)
= == ) b=|——".
ggb +1 2 22 4
n i . n i n 1
® Six=1,on ZZx12221:Zl:m.
l:ljZI i=1j=1 i=1 2
n i n l—xi n
® Six+1: ZZx YAX X =) |x =——>(1-x")=
i=1j=1 i=1| j=1 1] 1-x i=1

9.

n n
21—«
i=1 i=1

no i
Ainsi on obtientque:[ Y ) x/ =

n*(n?+1)

™=
Il
M=

~.
Il
)
-
Il
(=)
@ N
| B
~.
Il
L

I I
s 1=

N
€= el @
T
[\

~.
Il
—

I
M=
—_—
N
X
—_
(S
h
~.
|

~.
I
—

21y 1ty

3 1-%2 3 1-1

2\m 1 1\n
“b(-6))--6))
3 2 3
On commence par essayer de calculer la somme la plus intérieure. On n'y

arrive pas. Ainsi on va donc commencer par inverser le sens des symboles
sommes. Ona:

EE0)- 2. 0)-£50)




=[22"=1)-n.

Ainsi on obtient que :
5
i=1

£2¢0¢-9¢0¢ @ L1SOd i3 XneapJog — 134413 8ALISND 99247 @



Correction Devoir-maison fjl: (Chapitre (ALG) 4)

Solution (exercice 2)

Z(k+1)ak— Z]

pcsi1 € 2026-2027

Z Ap-1 = Z aj,
k=2 =

n
Zazk‘l' Za2k+l=a2+a4+"'+a2n+a3+as+ +a2n+1— Za

kel
|

Solution (exercice 3)

35

= (2022 - 2000 + 1) x 7t =[237].

CBx(6+1)x @x6+1) _ o oo

k
) . Puisque % #1,ona:

><—+n:n(n+1)+n:.

225’“ Puisque 25 # 1, on a :

£ Lycée Gustave EIFFEL - Bordeaux

D'ou:

R EE
Z = X — X =|— ]_ — | - A
o 4kt 4 ¥ 4 4
Puisque 2 # 1 (pour la calcul de la somme géométrique), on a:
n 1—2"+1+n(n+1)(2n+1)

i(2k+k2+2): i2k+ik2+22:

k=0 k=0 k=0 1-2 6

+2(n+1),

donc: i(2k+lc2+2)=2”“—1+”("+1)6(2”+1)+2(n+1).
k=0

noj?-1 (k-1D)k+1] & B |(n-Dn

k:1k+1_,§1 Je+T _Z(k = Ze 2

On reconnait la somme des termes d'une sulte geométrique et on ob-

n
tient donc en utilisant le fait que x** = (x?)* : Z k= Y (k=

{ 1—x2n+2 . .
T2 Six#letx#-1ln+1l six=1loux=-1. |

On reconnait pour la deuxiéme la somme des termes d'une suite géomé-
trique et on obtient donc en utilisant le fait que x**! = (x?)* x x

n n
Y a2k = x Y (x2)k
k=0 k=0

1_x2n+2 .
XX S six+1,x+ -1,
=i n+l six=1,

—(n+1) six=-1.

On reconnait la somme des termes d’'une suite géométrique et on obtient
donc en utilisant le fait que a*2%*x~% = a¥(2%)% x L = a* x 8F x (x)k =
8a \n+1
)T
—) six # 8a,

-2
X

n+1 six =8a.

(o : ¥ oot = § (2]

k=0 k=o\ X

On commence par développer la puissance cube a I'intérieur de la somme

n
puis on utilise la linéarité de la somme. On obtient donc : Y (2i —1)* =
i=1

n n n n n
Y (8i*-12i*+6i-1) =8 i*-12) i*+6) i— Y 1. On utilise en-
i=1 i— iz - —

n
suite le formulaire sur les sommes et on obtient alors : Y (2i —1)® =

8(n(n+1))2_12n(rz+1)(2n+1) ICESN

5 5 5 n=‘n2(4n2+4n+1).‘
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13.

14.

— 2"
5 + n par linéarité et car 2 # 1.

n n n 1
Y (3x2F+1)=3 Y 2F+ Y 1=3x2x -

k=1 k=1 k=1
n
Donc| Y (3x2F+1)=6(2"-1)+n.
k=1
n-1 k 1 n=l 1 1—(6%)’1
- ~ k
%Zexp(—) = —Z(e%) = = —— car er # 1. Ainsi
k=0 n N k=0 n1-—en
ln—lex (k)_ 1 1-e
" k=0 Pln nl-es

Solution (exercice 4) tnonce

™ In . R
Z( @’ =(1+a)"| en reconnaissant un bindme de NEWTON car
J

n(n\ . "n)y . . N N
Z( @’ = Y |.|a’1"7. Pour la seconde, on se rameéne a la for-
j=o0\J j=0
mule du bindme de NEwToON en utilisant la relation de CHASLES :
n+1 n . n (n . n n

ad = Y | |a - a® + a™!'. Par convention, on a :
j=1 J j=0 J 0 n+l1

0 et ainsi on obtient en utilisant le bin6me de NEWTON :

e = +a)" -

—-1Y =0| grace au binome de NEwTON car Z( )( 1)y =
j=0

~. 3

n
)( 1J1"7 = (1 - 1)". Pour la seconde, on se rameéne a la for-

mute du binéme de NEwTON en utilisant la relatlon de CHASLES :

n+1)( 1) = 'il(n+1( 1) - n+1( 1) — 1)(_1)n+1 _
—1+(—1)"=(—1)"—

i=0

(1 l)n+1 _(_1)n+1 :_1+(_1)n+2:

+1
Ainsi on obtient que : Z (n )( 1) =(-1)"-
imi\ @

On se rameéne a la formule du bindme de NEwTON en utilisant les pro-

1yt -1z -1\
priétés sur les puissances. On obtient : Z (J)( Y _ > > (n) (?) =

=0 2]+1
—1( 1)" -1
—|1-=| =|—.
2 2 2n+1

n=llp) (1)K
= (—) 1"k Afin de pouvoir utiliser la formule du

i=o 3F ) k=0 \k)\3
binéme de NEwTON, on utilise la relation de CHASLES pour obtenir :
l(n) & (n (1)k1n_k n (1)"_(1+1)" 1 _(4)n 1
= 3k\k]  \k)\3 nf\3) 3 3n 3 3n
4" -1

3"

On peut déja remarquer que : S, = Z]( ) =0 x (”) + Z](n) = Z](n)
0) i=°\J =1 \J

Ici on ne sait pas calculer la somme sans transformation caril y ale j. On
utilise d’abord une propriété des coefficients binomiaux, et on obtient :

S0 o8 [ R oft ] o ]

car n est alors indépendant de I'indice de sommation donc on peut le sor-
tir de la somme. Pour se ramener a du bin6me de NEWTON, on commence

n
par poser le changement d’indice : i = j — 1 et on obtient S; = Z](n) =

n Z ( ) (c’estici qu'il est mieux d’étre passé au début d'une somme al-

lant de 0 anaunesomme allant de 1 a z car sinon on aurait un indice com-
mencant a -1. Si on n’a pas changé la somme au début, une autre méthode
est alors de faire ici une relation de CHASLES afin d’isoler I'indice -1). On re-

& (i’l) n-1
S, =>j|.|=n2""".
j=0 \J

Il s’agit ici d’appliquer deux fois de suite la propriété sur les coefficients bi-

connait alors un bindéme de NEwWTON et on obtient

-1
nomiaux: T =n Z (k- 1)( 1) en reprenant les calculs faits au-dessus.

k=2
On pourra aussi remarquer que la somme T peut étre commencée a 2. Puis

en réappliquant la propriété sur les coefficients binomiaux : (k — 1)(2:}) =

n-2
(n-1)(}7), on obtient que : T = n(n - 1) Z (k ) On effectue alors
k=2 \k =

n-2 2
le changement d’indice j = k — 2 et on obtient T = n(n—1) )_ (n] )
j=0

Donc en utilisant le binbme de NEwTON, on a : ’T =n(n- 1)2”‘2.| Cal-

culde S, = ) K (E) : Comme k? = k(k — 1) + k et par linéarité de la
k=1
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k=1
ik(k_l)(’;)+ik() T48, =
k=2 k=1

La encore, il faut commencer par utiliser la propriété sur les coefficients

binomiaux. Comme (i + 1)(?/]) = (n + 1)(?), on obtient que : = (7) =

" 1 [n " 1 [n+1
Ll(’.”ll). Ainsi, la somme devient: S; = Y —| | = ) ) =
nl it ioi+1 ion+1li+1l

o[ “ n o (n
somme, on obtient que : S, = Zk Z k-1) el Yk el =
k=1 k=1

i+1

1 &(n+1
n+l 3p\li+1l
fait le changement d’indice j = i + 1 et on utilise aussi la relation de
CHASLES pour faire apparaitre le bindme de NEwToN. On obtient S; =

n 1 (n 1 *lip+1 1 ntl(p 41 n+1
;,—m(z-)— £ = Bl
[2n+1_1].

LG 1
obtient|S Z ( ) )

) car — ne dépend pas de 'indice de sommation i. On

. Ainsi, on

n+1

Solution (exercice7) itnonce

1.

® On commence par montrer qu’il existe trois réels a,b et c tels que
1 b

pour tout k € N* : REDE tt ot 73 En mettant au
méme dénominateur, on obtient que : Vk € N*, ———— =

k(k+1)(k+2)
. Cette relation doit étre vraie pour tout k €
a+b+c =0,
3a+2b+c =0,
2a =1
et b = —1. Ainsi, on obtient, par linéarité, que :
1 1 121 noo] 12 1
) DI S S
o k(k+1)(k+2) 2ok S k+1 25 k+2
® [ls’agitalors bien d'une somme télescopique. On pose le changement
d’indice : j = k + 1 dans la deuxiéme somme et le changement d’in-
dice : i = k + 2 dans la troisieme somme et on obtient :

(a+b+c)k®+(B3a+2b+c)k+2a
k(k+1)(k+2)

N* donc, par identification, on obtient que :

donca =c¢ =

N |=

i 1 lil n+ly] ] n+2]
Sk(k+1)(k+2) 2Zk S 250
1 71 nll 1n+21
S PRI D W
2ok ik 2izk
1 1 1 1 1 1
303l
2 2 n+1l 2\n+1 n+2

n(n+3)
4(n+1)(n+2)
en utilisation le fait que I'indice de sommation est muet, la relation de
CHASLES et en mettant tout au méme dénominateur.

On établie maintenant le résultat précédent par récurrence sur n € N* la
propriété :

1 n(n+3)
P(n): Z k(k+1)(k+2) 4(n+1)(n+2).
1 1 1 1

Initialisation. D’un coté, on a: Z

k(k+D(k+2) 10+1)(1+2) 6
1(1+3) 4

n(n+3) _ .
Mn+D)(nt2) — H+DA+2)  Ix6 = - Donc 2(1) est vraie.

Del'autre c6té,on a:

Hérédité. Soit n € N* fixé. On suppose la propriété vraie au rang
n+l 1

n, montrons qu'elle est vraie au rang n + 1. _—— =
a 8 L kDD
" 1 1

d’apres la relation de C .
,Cglk(k+1)(k+2)+(n+1)(n+2)(n+3) apres la relation de CHASLES

Puis par hypotheése de récurrence, on obtient que :
n+l 1 _ n(n+3) 1
k;l k(k+1)(k+2) 4n+1)(n+2) (n+1)(n+2)(n+3)
_ n®+6n°+9n+4
C4(n+1)(n+2)(n+3)
en mettant au méme dénominateur. Pour le numérateur on remarque que
-1 estracine évidente et ainsi en factorisant par 7z +1 on obtient par identifi-
cation des coefficients que : n3+6n*+9n+4 = (n+1)(n*+5n+4). Puisle cal-

cul du discriminant donne que 7 +6n?+9n+4 = (n+1)(n®+5n+4) = (n+

n+l 1 (n+1)(n+4)
1)(n+1)(n+4). Ainsi btient : = :
)(n+1)(n+4). Ainsi on obtient que kgl Kk D)(k+2)  4(n+2)(n+3)

Donc & (n + 1) est vraie.
Conclusion : il résulte du principe de récurrence que pour tout n € N* :

n 1 _ n(n+3)
,C; k(k+1)(k+2) 4(n+1)(n+2)

Solution (exercice 8) ¢nonce

n
Montrons par récurrence sur n € Nla propriété 2(n) : > kk!=(n+1)!-1.
k=0

0

Initialisation. pour n =0:ona ) kk!=0et1!—1 = 0. Ainsi, 2(0) est
k=0

vraie.
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Héréditée. Soit n € N. On suppose la propriété vraie a I'ordre n, vérifions
que Z2(n+1) estvraie. On a, en mettant a partle dernier terme de lasomme :

n+1l n
Y kk!= ) kk!'+(n+1)(n+1).
k=0 k=0

Par hypothese de récurrence, on a

n+1

Y kkl=(n+D!-1+(n+1)(n+1) =(n+(n+2)-1=(n+2)!-1.

k=0

Ainsi, 2(n + 1) est démontrée. Il résulte du principe de récurrence que :

n
VneN, ) kk!'=(n+1)!-1|

k=0

On peut aussi calculer directement :

n n
Y kxk!=) (k+1-1)xk!
k=0

k=0

i ((k+1)k! - k) = f ((k+1)!— k)
k=0 k=0

[CEDE

> téléscopage

Solution (exercice 9) icnonce

1.

Sion ne voit pas comment débuter, on commence par écrire lasomme

S, + T, sous forme développée. On obtient alors que : S, + T, =
2n

> ( s ) car on se rend compte en écrivant les sommes sous forme
(Iiégfeloppées que l'on obtient au final la somme de tous les coeffi-
cients binomiaux : S, correspond en effet a la somme des coeffi-
cients binomiaux (Zk") avec k pair et T,, correspond a la somme des
coefficients binomiaux (Zk") avec k impair donc en sommant les deux
on a bien la somme de tous les coefficients binomiaux pour k al-
lant de 0 a 2n. Ainsi, d’apres le bindbme de NEwTON, on obtient que :
Sy +T, =22"=4"]

De méme, on peut commencer par écrire lasomme S, —T,, sous forme

2n 2
développée. On obtient alors que : S, =T, = >_ ( I?)(—l)k car on se
k=0

rend compte en écrivant les sommes sous forme développées que 'on
obtient au final la somme de tous les coefficients binomiaux coeffi-
cientés par 1 ou par -1: les coefficients binomiaux (2,:’) avec k pair sont
coefficienté par 1 et les coefficients binomiaux (an) avec k impair sont
coefficienté par -1. Ainsi cela revient bien a sommer tous les nombres

(®7)(-1)* pour k allant de 0 4 2n. Ainsi, d’aprés le binome de NEWTON,

2. Il s’agit alors juste de résoudre le systeme {

on obtientque:|S,+T, =(1-1)" =0

S,+T, =2°",
S,-T, =0.

On obtient alors : 28, = 22", donc: [S, =22"'etT, =S, =22""1|

Solution (exercice 12) tnonce

1.

2.

1.2) Puisque P est une somme de carrés, ona:

[Application]

11) Soit A € R. Alors en développant le carré :

P(A) = i(yi +Ax;)?
-1

Z(J’iz +2\x;y; + A°x7)
i=1

= Zyi2+2)\ inyz"")\z szz
i=1 i=1

i=1

> linéarité de la somme

Il s'agit donc:

n
® d'une fonction affine si ) x? = 0. Alors dans ce cas le coefficient
i=1

n n
directeuresta =2 )_ x;y;, et 'ordonnée a l'origine b = ) y?.
i=1 i=1

n n
® D'un trindme sinon:aveca = Y x7 >0, b =2 ) x;y; etc =

i=1 i=1
n
2
ZJG' .
i=1

IVAeR, P(A)=0]

n
13) ® CasVie[l,n], x; =0, cest-a-dire Y x7 = 0. Linégalité est sim-

i=1
plement 0 < 0, qui est bien sir vérifiée.

n
® Cas ) x?#0.Dans ce cas, la fonction P est un trindme de signe

i=1
(positif) constant, donc son discriminant est négatif. Or,
n 2 n n
A=Db*-4ac= (2 inyi) —4) xFx Y y*<o.
i=1 i=1 i=1

n 2 n n

Ainsi, (2 > xl-yi) <4) x?x ) y?. Doulon tire en passant a
i=1 i=1 i=1

la racine (qui est une fonction croissante) et en simplifiant par 4 :

PIEDARS ZX?X Zyzz
i=1 V iz V =

11 suffit de choisir :

vie[l,n], y=.
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L'inégalité de CaAucHY-SCHWARZ (€élevée au carré) donne alors :

n n n
X; 1
Y <Y xEx )y =,
— 21 — — 4
i=1 i=1 i=1
apparait alors dans le majorant une somme géométrique de raison i :
1\n
pL_11-()° 111
. 1 ~ 3 .
D4 4 1-1 433
n x;\* 1\ L2
On a donc établi que : L5 <3 Z‘ixi.
i= i=

Solution (exercice 13) (tnonce

1. La formule pour tout k = 2 découle d'un simple télésco-

page.

n n-1
2. Montronsl'égalité: Y xpy = Y (X —Xpp1) Yi + X, Y,
k=1 k=1
Commencons par traiter le cas n = 2. D’apres la question précédente, nous
avons :
n n
YoVe=xin+ )2 (Y=Y )
k=1 k':lz " linéarité de la somme
=xn+ 2 Y= 2 Ve
k=2 k=2 changement d'indice
n n-1 L=k -1 dans la deuxieme
=+ 2 0 Ye— Y Xea Y
k=2 =1 > .
indice muet
n n-1
=xn+ 2 Ve — ) XY
k=2 k=1 regroupement des sommes
n-1 sur les bornes communes
= +x,Y, %Y, + Xp—X Y,
1N non 22l kX::z( k k+1) k les termes surlignés
n-1 correspondent au terme
k=1 de la somme
= 2 (o =X ) Ve + X,Y,,
k=1
3. Supposons que
X, 2X, = 2x,20 et  y.=(-1)F"

Pour tout k € [1, n], nous avons

k , 1 sik estimpair,
Y= ) (-1 = . p
j=1 0 sik estpair.
Ainsi,
0<Y, <1

D’apres la transformation établie a la question précédente,

n n-1
YD xg = Y (g = x) Y X,
k=1 k=1

Comme la suite (x; ) est décroissante et positive, nous avons
x, =0.

Tous les termes du membre de droite sont donc positifs, d'ott
n

Y (- x=o0.

Xp—Xp41 =0 et

k=1
Par ailleurs, puisque Y;. < 1, nous obtenons
n k1 n-1
2D e < Y (X = Xpean) + X,
k=1 k=1
=X —X,+Xx,
= xl.
Finalement,

n
0< Y (1) 'x; < x.
k=1

Solution (exercice 14) tnonce

_ 7 _ 7x6! _
A=g=5%r=

_ 3x4! _ 3x4x3! _
B= (32 T 31x3x2

__n_ _ nx(n-1)! _
C= (n-1)! = (n-1) =[n]

1)! 1)xnx(n-1)x(n-2)x(n-3)!
D= (it = bl e 2038 — [(n+ Dn(n—1)(n—2).]

E= —EZtg: + —(n'fl)! =(n+Dn(n-N+n=n(n*-1+1)=

Solution (exercice 15) nonce

1.

n
[] k = n! par définition. Pour le second, il manque des entiers pour avoir

k=1
une factorielle, qu’il convient de rajouter.

i-1 i+n
k x k _
lﬁlk: =1 I!:[i :(H‘”)!
k=i = A (-1
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2.

Par propriété de 'exponentielle :
n

1
n K on Xk =
flew(£)-c &5* 20
k=1

On utilise la méme technique que dans le cours. Le produit des pairs se
calcule directement, mais pour les impairs on rajoute les pairs.
o2k 2nx(2n-2)x..x4x2
,Elzkn T @2n+1)x(2n-1)x...x3x1
_(2nx(2n-2)x..x4x2)?
T @Cn+1)x2n%x...x3%x2x1
_(@"nx(n-1)x..x2x1))
B 2n+1)!

22n(n!)2
2n+1)!|
En sortant un 2, on retombe sur le produit des impairs. On utilise alors la

méme technique que précédemment.
n

[[(4k-2)= f[ 2(2k-1)
k=1

k=1

=2"x(2n-1)x(2n-3)x...x3x1
_2"x2nx(2n—-1)x(2n-2)x..x3x2x1
- 2nx(2n—2)% ... x4x2

3 2" x (2n)!

T 2nxpx(n-1)x..x2x1
(2n)!

L

Une fois le terme général simplifié, on tombe sur des produits télésco-
piques.

fif-4)-

k=2

|
=

Il S

=
—~ —/—
T

ko

||
—
N —

n—1k=2 - k=2 k=2 changements d’indice
k k
_ k=1 k=3 _ n+l
== - =
2n
[1k TJlk
k=2 k=2

Solution (exercice 16)

Initialisation. Pour n =1, on a bien 1+ x;, = x,,.

fnonce Faisons une récurrence sur nn € N*.

Hérédité. Supposons la propriété vraie au rang n, alors :

ﬁ (1+x)
k=0

= ﬁl(l +x.)(1+x,)
k=0

hypothese de récurrence
n-1 n-1

= [T +x)+x, [T +x)
k=0 k=0
n-1
Z X+ Xy
k=0
n
= Z X
k=0

La propriété est donc établie par récurrence. On a donc:

n-1 n-1
[TA+x)= ) x
k=0 k=0

> HR + produit de réels = 1

\%

Solution (exercice 17) tnonce
1.

m m

pY q+p 1
q=0 q

=0

i ip(qzﬂ): i

p=0 g=0 p=0
i p 5 +p(m+1)
p=0
_m(m+1)2m+1) & n
= 5 Eop+(m+1)’;0p
m(m+1)2m+1)n(n+1)

= +(m+1
5 5 (m+1)

m(m+1)2m+1)

n(n+1)

= %(m+ )(2m*+m+6)n(n+1).

nn+1)

M=
M=

—

Il
M=
M=

—

Il
M=
=

Il

S
M=

—

Il
&

)
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n

Y i2l

M=
"
M=

i=1 j=1 i=1]j=1
n n 3
-2 |i%e
i=1| j=1
n 1-2"
=) |ix2
i=1 1-2

=2(2"-1) ii
i=1

=|(2" - l)n(_n +1).]

~.
N [\S]

M=
M=
—| %
Il
™M=
rvjs

i=1 j=i j=1li=1 7
n1d " 1jG+1)(2j+1)
- iy ey D@D
j=1] i=1 ]=1j 6
1 n
==Y (j®+3j+1)
=
1{n(n+1)(2n+1) 3n(n+1)
=— +n
6 6 2
= 1n(n+4)(n+2)
18 '

On commence par essayer de calculer la somme la plus intérieure. On n'y
arrive pas car on ne connait pas la somme des inverses. Ainsi on va donc
commencer par inverser le sens des symboles sommes. On a:

k n
1;02 ke_'-1 0<kgﬂ<n€+1_gge
Ainsi on obtient que :
PP S
= - k
0k=0fl+l S |L+1 5
n Q(€+l) 1 n(n+1)
= == ) b=|——".
ggb +1 2 22 4
n i . n i n 1
® Six=1,on ZZx12221:Zl:m.
l:ljZI i=1j=1 i=1 2
n i n l—xi n
® Six+1: ZZx YAX X =) |x =——>(1-x")=
i=1j=1 i=1| j=1 1] 1-x i=1

9.

n n
21—«
i=1 i=1

no i
Ainsi on obtientque:[ Y ) x/ =

n*(n?+1)

™=
Il
M=

~.
Il
)
-
Il
(=)
@ N
| B
~.
Il
L

I I
s 1=

N
€= el @
T
[\

~.
Il
—

I
M=
—_—
N
X
—_
(S
h
~.
|

~.
I
—

21y 1ty

3 1-%2 3 1-1

2\m 1 1\n
“b(-6))--6))
3 2 3
On commence par essayer de calculer la somme la plus intérieure. On n'y

arrive pas. Ainsi on va donc commencer par inverser le sens des symboles
sommes. Ona:

EE0)- 2. 0)-£50)




=[22"=1)-n.

Ainsi on obtient que :
5
i=1
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