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Injections, surjections, bijections.

o ET NI\ VA Compléments sur les fonctions

usuelles.
Fonctions & Applications....... Résumé & Plan
Injection, Surjection, Bijection.. Lobjectif de ce chapitre est I'intro-
Applications aux fonctions duction du vocabulaire élémentaire
NUMETIQUES . eeveereereereeeennns des applications & fonctions. On
EXEICICeS «vvuierernnernrannnanns S 1r{teresse aux dlffereryltes’n’otlons
Du paradis créé pour nous afférentes au nombre d’antécédents
par CANTOR personne ne d'un élément de l'espace d’arrivée.

nous chasserd. On termine par.la construction de
nouvelles fonctions usuelles défi-
nies comme bijection réciproque
d’autres.

— David HILBERT

Les énoncés importants (hors définitions) sont indiqués par un V.

Les énoncés et faits a la limite du programme, mais tres classiques parfois, seront
indiqués par le logo [H.P] . Si vous souhaitez les utiliser 2 un concours, il faut
donc en connaitre la preuve ou la méthode mise en jeu. Ils doivent étre considérés
comme un exercice important.

Les preuves déja tapées sont généralement des démonstrations non exigibles en
PCSI, qui peuvent étre lues uniquement par les curieuses et curieux. Nous n'en par-
lerons pas en cours.

o)

Cadre
Dans tout ce chapitre, on se fixe des ensembles non vides E, F,G......

n FONCTIONS & APPLICATIONS

Rappelons la définition d’application et fonction rencontrées rapidement dans le
Chapitre (ALG) 1.

n Généralités

— Définition 1| Fonction entre deux ensembles
® Une fonction deE dans F est un procédé qui associe a chaque élément x de

E au plus un élément y de F (donc soit 0 élément, soit 1 élément). On dit que
E est'ensemble de départ de f et que F est 'ensemble d’arrivée de f.

® Lorsque EcRetFcR, onditque f:E— F est une fonction numérique.
®  On appelle ensemble de définition de la fonction f : E — F I'ensemble noté
9, < E des éléments x € E pour lesquels I'image f(x) existe, C’est-a-dire :
2, ={x€E|JyeF,y=f(x)}
® SixePrety=f(x)€F, alorsontdit que y estl’ image de x par f, et que x
est un antécédent de y par f.

Lorsque le domaine de définition d'une fonction est tout 'espace de départ, on parle
plutot d’application.

— Définition 2 | Application entre deux ensembles
® Une application deE dansF est un processus qui associe a chaque élément

x de E exactement un élément y de F (donc 1 élément). On dit que E est
I’ensemble de départ de f et que F est 'ensemble d’arrivée de f.

Lorsque E c R, F c R, on dit que f : E — F est une application numérique.

Six e Eety = f(x) € F, alors ont dit que y est !’ image de x par f, et que x
est un antécédent de y par f.
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@ Cadre
°

Ainsi, pour une application, on ne parle pas d’«ensemble de définition », puisqu'une
application est définie sur E tout entier. On pourra parfois représenter une applica-
tion f : E — F au moyen d’'une représentation sagittale (Le mot latin Sagitta signifie
fleche,) Ci-dessous une application f définie sur un ensemble a deux éléments, a va-
leurs dans un ensemble a 3 éléments.

E

9 Notation Application

E — F
f x — f(x).

® Lensemble des applications de E dans F sera noté .% (E, F) ou bien F¥ (certe

derniere notation peut paraitre un peu curieuse pour l'instant, mais elle sera expliquée dans

® On note une application comme ceci :

le chapitre de dénombrement) .

Dans toute la suite, tous les énoncés seront précisés pour des applica-
tions, c’est-a-dire que quand on écrit f : E — F, cela signifie que f est
définie sur E tout entier.

® Les notions s’étendent automatiquement aux fonctions en considérant
x — f(x).

I'«application associée» |

On peut également généraliser la notion de courbe représentative rencontrée dans
le cadre des fonctions numériques (voir Chapitre (AN) 1) aux applications.

— Définition 3 | Graphe
Soit f : E — F une application.

® Onappelle graphe de f le sous-ensemble noté €, de E x F défini par :
€ ={(x,f(x))|x €E}

® De maniere équivalente, on a, pour (x,y) e ExF:
(x,y)e€; = y=[f(x).

APPLICATIONS USUELLES. Voyons deux applications classiques.

Définition 4 | Identité
E — E

On appelle identité de E I'application notée Idy définie par Idg o x

C’est donc une application « qui ne fait rien ».

R — R
Exemple 1 Les applications Idy et ne sont pas égales.
p pp ret f 2 pas ég
7

Définition 5 | Indicatrice
On appelle indicatrice de A avec A c E l'application notée T, par :

E — {0,1}
Ty . 1sixeA
Osix¢A.

C’est donc une application qui dépend de si un élément est dans un ensemble A ou
non. Ainsi, on reconstitue 'ensemble en observant la ou1 sa fonction indicatrice vaut
1, et le complémentaire la ot elle vaut zéro.

Exemple 2
1][3,5] (2) = »ﬂ[s,s] (4) =
Représenter le graphe de 'application 13 5.
¢
)
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Proposition 1| Ligne de niveau 1 de I'indicatrice
Soit A c E. Alors :

A={x€E|T(x)=1}, A={xeE|T,(x)=0}.

Exemple 3

®  Préciser I; et 1.

P4

® Soit x € R. Simplifier les expressions suivantes, en les exprimant sous la
forme 1, (x) ol1 A est un ensemble a préciser.

1. ‘I][R*'* (ex), 2. ﬂ[z’oo[(ex).
D’ P’

Proposition 2 | Indicatrice d’'une réunion et d’'une intersection
Soient A,B c E. Alors :

1 Tap =Ty xTp, 2. Typ=Ts+Tg = Tynps
3. Parconséquent: Ty=1-1,.
Preuve
1 On peut établir I'égalité en effectuant des sous-cas, mais il y'a mieux. Soit x € E, alors :

(Ta xTp)(x) =1 = Ta(x) x T (x) =1 Qproduit dentiers valant 0 et 1

= Th(x)=1letTz(x)=1
< xc€AetxeB < x€AnNB &= T,(x)=1.

Et c’est terminé : du calcul précédent, les applications 1,5 et 1, x 1 valent 1 sur le

méme sous-ensemble AN B de E, elles valent donc 0 sur le méme sous-ensemble AN B

de E. Ainsi, elles sont égales.

2.  Soit x € E, alors on montre que T, g(x) = 14(x) + T5(x) — 14,5 (x) en distinguant les cas
x € A\B, x e B\A puis x e ANB.

3. Prendre B = A dans la propriété précédente, et utiliser que 1, 5 = T = 1.

Nous utiliserons assez largement cette application plus tard dans I'année, en proba-
bilités.

m Restriction & Prolongement

— Définition 6 | Restriction & Prolongement
Soient A et E deux ensembles tels que A < E, et F un ensemble. On considere

g:E—F.

® Onappelle restriction de g a A l'application: g| A

® Soit f : A — F. On dit que g est un prolongementde f a E si g|A = f, Clest-
a-diresi: VxeA, f(x)=g(x).

Remarque 1

® Autrement dit, g| 4 réalise laméme association « — » que g mais on a juste
modifié son ensemble de départ. En tant qu'applications, on a donc g | AE8
(des que A # E) puisqu’elles ont des ensembles de départ différents.

® Sif :E — F est une fonction, alors par définition f |@f devient une
application de &, dans F.

E F

~
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— Définition 7| Image directe T

Exemple 4 Soient Remarque 2
f N — R g R — R g R — R ® Ne pas confondre I'ensemble f(E) et 'ensemble d’arrivée F. En régle géné-
n — n, "fx — x, 2lx — |x. rale, ce sont des ensembles différents (sauf quand I'application est surjec-
Préciser les éventuels liens de prolongement et restriction entre ces trois appli- tive, voir plus bas).
citions. ® Enrevanche, onatoujours f(E)cF.
»'
Exemple 5
e R — R . *) _ mt+* _ _
® Soit: f 2 Alors:  f(R*)=R*, f(]-2,2[) = [0,4[.

Expliquer graphiquement ces images directes. (On se contentera ici de cette
« preuve » graphique, le théoréme de la bijection nous permettra de le prouver (bon, pas vrai-
ment, puisque je ne démontrerai pas ledit théoréme))

Yy

m Image directe T

Soient E et F deux ensembles, et soit f : E — F une application.

® Pour A cE, on appelle image directe de A par f ou simplement image de A
par f 'ensemble f(A) définipar: f(A)={f(x)|xe€A}cF. T
C’est 'ensemble des images des éléments de A. Autrement dit :

yef(A) <= IxeA, y=f(x).

® En particulier, si A = E est 'ensemble de départ, on parle d’image de f pour

I'ensemble f(E), que 'on note ausi Im f.

f ) F

® Dansl'exemple précédent, démontrer que: f(R*)=R**. (comme dit plus
t0t, nous aurons une autre méthode plus efficace ultérieurement : le théoréme de la bijec-
tion.)

C’est une égalité d’ensembles, on procéde donc par double-inclusion.

gE) ={y,y.y"}, gA) =1y y"}

R4

FE) =}
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Soit:

<

R? —
Tl xy) — x+y.
s(R®)=R
°

s([0,11%)=10,2].

4

Alors :

R\{-3} — R
® Soit: g \{x }_> 2¢v—1 Déterminer f(E)=Imf.
x+3 "
7

Proposition 3 | Réunion, intersection et image directe
Soit f:E— FetA,BcE. Alors:

f(AUB)=f(A)Uf(B), f(AnB)cf(A)nf(B).

Remarque 3 La propriété précédente s’étend sans difficulté a une union ou in-
tersection quelconque d’ensembles.

Preuve
® [Réunion] C'est une égalité d’ensembles, on proceéde donc par double-inclusion.
Soit y € f(AUB). Alors il existe x e AUB, tel que y = f(x). Mais x € A ou x € B.
3 Six €A, alorsy = f(x) € f(A).
3 Six eB,alors y = f(x) € f(B).
Donc: y=f(x)ef(A)uf(B).
Soit y € f(A) U f(B).
o Siy € f(A), alorsil existe x, € A tel que y = f(x;).
3 Siy € f(B), alors il existe x, € B tel que y = f(x,).
Autotal: y=f(x)avecx€eAouxeB,cest-a-dire x e AUB.Doncy € f(AUB).
®  [Intersection] Ily aici uniquement une inclusion a justifier.

Soit y € f(ANB). Alors y = f(x) avec x € Aet x € B. Donc y = f(x) € f(A) puisque
x €A, etde-méme y = f(x) € f(B) puisque x € B. Donc y € f(A) n f(B).

o Attention

PourI'intersection, nous n‘avons bien qu’une inclusion (voir I'exemple ci-apres).
De toute maniere, dans la pratique, seule la formule pour la réunion nous sera
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outile.

Exemple 6 (Seulement une inclusion pour l'intersection)

Soitf’f : x"§ etA=[-1,0],B=[0,1]. Calculer:
f(AnB), f(A), f(B), f(A)nf(B).

s’ Onaf(A)=B=f(B)doncf(A)nf(B)=B,alorsquef(AnB) = f({0}) = 0.
Dans cet exemple, nous navons pas f(ANB) # f(A)n f(B).

m Image réciproque

— Définition 8 | Image réciproque
Soient E et F deux ensembles, et soit f : E — F une application.
® PourB c F, onappelle image réciproque deB par f 'ensemble £~V (B) défini
par: f"U(B)={x€E|f(x)eB}cE.
Parfois, cet ensemble est noté plus simplement f~'(B) (sans crochet),

Note | ce qui est dangereux car source de confusion avec f™'... voir la suite
du cours.

® (C'estl’ensemble des antécédents des éléments de A. Autrement dit :

xe fCV(B) = f(x)€eB.

X Conjecturer graphique-

f<_1> ([0’4])’ f(_1> ([_2’4]) et f<_1> ([_2’ _1])-

R — R
Exemple 7 On reprend l'application f ‘ X 2

ment :

4

Exemple 8 (Images directes, images réciproques)

1.

R —
Soit f 0 e%. Déterminer Im(f).

P4

C — C
SoitneN*et g o gn Déterminer g‘~V ({1}).
"

R— R

Stermi (1)
Déterminer h(nZ) et h'""/({1}) pour h X — sin(x)

R> — R

, . (-1)
Déterminer v'~"/({0}) pour v (x,7) — x2+y2_1.
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Proposition 4 | Réunion, intersection et image réciproque Pour les applications, puisqu’on doit associer une image a tout élément de l'en-
Soit f:E— FetA,BcF. Alors: semble de départ, il faut ajouter une condition pour que 'application composée g o f
F@UB) =TV ufTUEB), T AnB) =V (A)n T (B). soit bien définie.

Note | Limage réciproque se comporte bien avec les deux symboles — Définition 9 | Composition

Soient Ef, Eg, Fy, Fy quatre ensembles et f :E; — Ff, g :Eg — F,.
Remarque 4 La propriété précédente s’étend sans difficulté a une union ou in- °
tersection quelconque d’ensembles.

Alors, si  f(Ef) cEg, c'est-a-dire si f(x) € E, pour tout x € E, on définit
F

E —
I'application composée g o f comme étant : o f g
preuve PP poséeg o f 8| v — g(f(x).
4 ® Lorsque f(Ef) cEg, ondiraque g o f est définie.

On peut donc composer deux applications lorsque toutes les valeurs images de la
premiere sont dans 'ensemble de départ de la seconde.

. . R — R , . _ _
Exercice1 Soit f , .Déterminer f* 1>(f([—1,3[))etf(f< 1>([—1,3[)). ) ) ) ) )
X — X On représente souvent aussi les composées avec des diagrammes comme ci-

apres.

m Composition gof

Nous avions déja rencontré la notion de composée de fonctions numériques dans /\

f g
le Chapitre (AN) 1. Pour les fonctions composées, le domaine de définition pouvait Ey s (Ef ) <Eg Fe
étre vide (par exemple, si I'on consideére f : x — —x? -1, g : x — In(x), alors le
domaine de définition de g o f est vide).
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Exemple 9
. R — R R — R
1. Soient f v — 2 8|y 2x -3, alors:
R — R
8of |y — ax2-3.
2. Soient:
f R — R R — R
(x,y) — x+y §lx — (x,x,x).
Les applications f o g et g o f sont-elles définies?
¢
)

®  [Lapplication f o g nexiste pas, puisque g(R) < R* donc g(R) ¢ R%.
®  Comme f(R?*) cR, lapplication g o f existe, et de plus :
R? — R®
gef
(x,y) — (x+y,x+y,x+y).
3. Déterminer gof lorsque:
R — R R? — R
iy — (cos(x),sin(x)) 1l (x,y) — x*+y2-1

Les propriétés suivantes sont évidentes, et découlent directement de la définition.

n INJECTION, SURJECTION, BIJECTION

Maintenant que les définitions principales sont posées, nous allons revenir au pro-
bléme initial : celui du comptage du nombre d’antécédents d'un élément de 'espace
d’arrivée.

m Injection, Surjection

— Définition 10 | Injection & Surjection
Soient E et F deux ensembles et f : E— F. On dit que:
®  f estune surjection ou est surjectivesi: f(E) =F, c'est-a-dire si:

VyeF, 3dxeE, y=f(x).

Cette proposition correspond, dans l'égalité f (E) = F, a l'inclusion

F c f(E), lautre étant toujours vérifiée.

Ainsi, une surjection est une application ot tout élément de 'ensemble d’ar-
rivée admet au moins un antécédent.

Note

® o festune injection ou est injective si :

V(x,x)eE? f(x)=f(x")= x=x".

Attention au sens de U'implication : «x = x' = f(x) = f(x') »

Note N . .
est quant a elle toujours vraie.

¢ Ouencore, de maniére équivalente en contraposant :
V(x,x)eE? x#x = f(x)=+f(x).
Ainsi, une injection est une application pour laquelle deux images

— Proposition 5 | Propriétés de la composition
® [Neutre] SoientE,F deux ensembles et f : E — F. Alors

foldg=f, Idgof =f.
Note | Autrement dit, composer avec l'identité revient a ne «rien faire»!
® [Associativité] Soient Ef,E,,Ff,Fg, Ej, F), six ensembles et f : Ep — Fp,

g : B, — F,, h : E, — F, tels que toutes les composées ci-dessous
existent, alors: fo(goh)=(fog)oh.

fogoh=fo(goh)=(fog)oh.
® Enregle générale, la composition n'est pas commutative.

On note alors plus simplement :

égales correspondent en fait au méme antécédent.

Exemple 10 Dessiner un exemple d’application définie sur [-1, 1] et a valeurs
dans [0, 1] qui ne soit ni injective, ni surjective sur [0, 1].

4
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V=
Attention T T e TR 7777777777777777777777777777777777777
o ® Ne pas confondre la notion de surjection, avec : E f F
VxeE, 3dyeF, y=f(x),
qui est quant a elle toujours vraie; en effet, tout élément de I'espace de dé-
part possede une image (définition d'une application).
® Dans la définition d’injection, attention a I'implication :
V(x,x)eE? x=x = f(x)=f(x"),
qui est quant a elle toujours vraie. EfF 77777 7777777777777777777777777777777777777
Méthode (ALG) 71 (Montrer qu’une application est surjective)
1. Poser un élément quelconque y de F.
2. Trouver ensuite un élément x € E tel que f(x) = y, celarevient souventa
résoudre I'équation y = f(x) d’'inconnue x. Remarque 5 (Nier une surjectivité)
3. Sivous avez trouvé un élément x qui convient, et ce pour tout y € F, alors ® [crire l'assertion logique « f n'est pas surjective ».
f est bien surjective. #
Méthode (ALG) 7.2 (Montrer qu'une application est injective) ® Dessinons, via un diagramme, une application non surjective.
1. Sedonner x,x’ € E tels que f(x) = f(x'). »’

2. Pardivers arguments, en déduire qu’alors la seule possibilité est que x = x'.
Auquel cas f est bien injective.

Exemple 11 (Applications définies en diagramme) Expliquer dans chaque cas
si f estinjective, surjective.
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Remarque 6 (Nier une injectivité)

», . ) . . y .o e . 2.
® Ecrire I'assertion logique « f n’est pas injective ».

7
® Dessinons, via un diagramme, une application non injective.

7
Exemple12 Expliquer les assertions ci-apres, en commencant par tracer la fonc- 3
tion lorsque cela est possible.

R — R* L . e

1. f p 2 est surjective mais pas injective.

7

*
R

est injective mais pas surjective.

%= =

X —

R* — , C
1 I est pas ln]eCtlve.
X — X+ *
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JRY — N o 2 — )
4, 1 X n’est pas 1n]ectlve, est sur]ectlve. 2. Montrer ques (x y) x+y nest pas m]ectlve, mais sur]ectlve.

Proposition 6 | Applications injectives / surjectives usuelles

Soit E un ensemble. L'application Id est injective, et surjective.

Preuve  Simple vérification.

Remarque 7 Soit A c E. Si E contient strictement plus que deux éléments, alors

1, n'est pas injective. Constatons cela sur un dessin.

4

— Proposition 7| Composée d’applications injectives et surjectives

C\{i} — ¢C Soient f:E—Fetg:F—G.
5 k z+1 estinjective. . . e
z — — ® Sif et g sont injectives, alors g o f est injective.
z—1i
S ® Si f et g sont surjectives, alors g o f est surjective.
® Sigo f estinjective, alors f est injective.
® Sigo f estsurjective, alors g est surjective.
Preuve
o
Exercice 2

1. FEtudier I'injectivité/surjectivité des applications ci-dessous :

N — N R — R

wouw L, 12) v (%)) — x—y?
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m Bijection & Réciproque

— Définition 11| Bijection
® Soient E et F deux ensembles et soit f : E — F une application. On dit que
f estune bijection ou est bijective de E dans F si :

f estinjective et surjective.

® SoientE etF deux ensembles et f : E — F une fonction. SiA « %;,B c F, on
dit que f réalise une bijection de A dans B sil'application

A — B

est bijective.
x — fx) :
Remarque 8 (Nier une bijectivité) FEcrirel'assertion logique « f n'est pas bijec-
tive ».
7

Nous relions pour terminer 'ensemble de ces notions au nombre de solutions d'une
équation faisant intervenir f. C’est cela qui va nous permettre rapidement d’étudier
la bijectivité d'une application en pratique.

— Proposition 8 | Equations et bijectivité, surjectivité, injectivité
Soient E et F deux ensembles et soit f : E — F une application. Alors :

® f estinjective < (Vy eF, y=f(x)admetau plus une solution x),
® festsurjective < (‘v’y €F, y=f(x)admetau moins une solution x),

cest-a-dire: f estsurjective < (Vy eF,AxeE, y-= f(x)).

® festbijective < (Vy €F, y=f(x)admetexactementune solution x),

cest-a-dire: f estbijective <— (Vy eF,Alxe€E, vy :f(x)).

Preuve
o
’I
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®  On procede par équivalence directement.

®  Combiner simplement les deux cas précédents.

Exemple 13 (Fonctions numériques)

R—)
LS x — x3+1
(4

p

est bijective.

2. logréalise une bijection de R** vers R. Déterminer la réciproque de :
[R+* _ [R

£l x — log(x).
7
[R+ - [1,+OO[ . . ~IR — [1,+OO[ y
3. h .2  estbijective, enrevanche h . ne l'est
x — e x — e
pas.
R4

Une application associe a un élément de 'ensemble de départ un élément de I'en-
semble d’arrivée. Une application réciproque opére 'opération inverse. Voyons déja
la définition.
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— Définition/Proposition 1| Application réciproque
Soit f : E — F une application.

® On appelle réciproque de f surF toute application g : F — E telle que :
gof=Idg, fog=Idg.
Note | Il faut bien vérifier les deux égalités.

® En cas d’existence, une telle application est unique. On I'appellera désor-

mais la réciproque de f, notée f~'.

Preuve (Unicité) Supposons par l'absurde qu'il existe g et h telles que
gof=Idg fog=Idg et hof=Idg foh=Idg.
Alors :
g=gecldg=gofoh=Idgoh=h. Dou: g=h.
Exemple 14
R* — R* R* — R*
1. Les applications et sont réciproques
pp fly o 5 El x — Jx proq

I'une de l'autre.

R4
R — R™™ RY* — R
2 f X — expx etg x — In(x) sont réciproques 'une de l'autre.

® En termes simples, g = f~! défait le travail effectué par f — et vice versa. Si
x € E, alors f(x) € F puis en composant par g (la réciproque de f, si elle existe)
on revient sur 'élément de départ: g(f(x)) =1dg(x) = x.

® (Cette notion semble donc étre étroitement reliée a celle d’application bijective,
puisque précisément la définition d’application bijective permet de défaire le
travail effectué par f. Plus précisément, soit f : E — F une bijection. Alors pour
tout y € F, il existe x,, € E tel que f(x,) = y : on définit ainsi une application
notée f':yeF — x, € E qui associe a tout y € Fl'unique antécédent de y par
f, qui vérifie alors fo f1(y) = y.

Définition/Proposition 2 | Bijection réciproque
Soient E,F c R, f : E — F une bijection. Lapplication g qui a y € F associe
I'unique antécédent dans E de y par f (clest-a-dire l'unique solution x € E de I'équation
y=f(x)) définitlaréciproque de f, notée g = f~'.

Preuve Il s’agit de montrer ici que

gof=Idg, fog=1Ids.

®  Soit x € E. Alors puisque y = f(x) est admet pour (unique) antécédent x, on a par
définition g o f(x) = g(f(x)) = x.

®  Soit y € F. Alors x = f~!(y) est 'unique antécédent de y par f, donc par définition

fog)=flg)=y.

Ainsi, si f est bijective, elle posseéde une réciproque, et I'inverse est aussi vrai.

Proposition 9 | Unicité d’'une application réciproque associée a une bijection
Soit f : E — F une application. Alors :

f estbijective < f possede une réciproque.

Preuve

® Supposons que f est bijective, alors on a déja montré que f posséde une réci-
proque dans la proposition précédente.

® Supposons que f posséde une réciproque f'.
o Montrons que f est injective.

7

o Montrons que f est surjective.

7
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Proposition 10 | Réciproque d’'une composée
Soient Ef,Eg, Ff, F, quatre ensembles et f : Ef — Ff, g : E; — F, tels que
f(Ef) = Eq. Alors g o f est une bijection de réciproque :

(gef)'=flog™!

o Attention

Lordre est inversé dans la formule de réciproque d'une composée. Pour ne pas
se tromper, on pourra garder en mémoire le diagramme ci-apres et 'analogie
ci-dessous :

si vous avez enfilé une paire de chaussettes, puis des chaussures. Pour retrouver
vos pieds nus, il faut dabord enlever les chaussures, puis les chaussettes!

Preuve Il suffit de le vérifier la définition d’application réciproque.
(fleg)e(gef)=fTog  ogof
= f71 o IdEg of
= f71 o f
=1dg,,
etde-méme :
(gof)o(ftog™)=gofof"og™
=go Ide og_l
=gog™
=1dg, .
Ainsi g o f est bien une bijection de E dans G de réciproque (g f)™' = ftog™.

Proposition 11 | Réciproque d’une réciproque
(Soitf : E — F une bijection. Alors f ! est bijective, et: (f™')™" = f.

Preuve  Les égalités f' o f = Idg; et f o f~! = Idz — qui expriment la bijectivité de f —
expriment pour la méme raison la bijectivité de f~' et cela montre bien que (f™')™" = f.

Méthode (ALG) 7.3 (Montrer la bijectivité et calculer la réciproque) Pour dé-
terminer la fonction réciproque d’une bijection f : E — F, on écrit y = f(x)
pour y € F et on cherche a isoler x en fonction de y pour parvenir a 'expression
x = f7'(y). S'il existe un unique x solution, cela prouve la bijectivité de f et en
plus nous obtenons 'expression de f~.

[R I [R+* .. . 2 . z e
Exemple 15 Montrer que f » o241 est bijective et déterminer sa réci-
proque.
D’
Exemple 16

® Montrer que [ «+1  est bijective et déterminer sa réci-

x+2

R\{-2} — R\{l}
X

proque.

R4
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. R\{-1} — F e
® Déterminer un ensemble F tel que g V=1 2x—1 SOit bijective et
, ) .. . T x Exercice 3 (Réciproques hyperboliques)
déterminer sa réciproque.
P 1. Soient:
)
R — R ‘ R — R
u: et v
x — sh(x), x — In(x+ M).
Montrer que u est bijective et que sa réciproque est v.
2. De-méme, montrer que w - est bijective, et déterminer sa
x — ch(x)
réciproque.
Pour terminer, analysons I'image directe d’une partie par f!.
— Proposition 12 | Image directe par f~! et image réciproque par f bijective
Soient f : E — F une bijection et B c F. Supposons de plus f bijective. Alors :
FU(B)=fF"1(B) (image directe par f~! de B).
rRZ — R?

Exemple17 Soit: f Montrer que f estbijective

(x,y) — (x+2y,3x+4y).
et déterminer sa réciproque.

Cette proposition légitime de noter parfois f ' (B) en lieu et place de
Note | f¢V(B) pour l'image réciproque d’une partie. Il ne peut y avoir de
confusion dans le cas bijectif.

R4

Preuve
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n APPLICATIONS AUX FONCTIONS NUMERIQUES

Lobjectif de cette section est de donner un résultat permettant de montrer que
des fonctions numériques sont des bijections de R dans R, dans les cas ol1 nous
ne sommes pas capables de trouver un antécédent. Le résultat nous permettra de
construire de nouvelles fonctions usuelles.

m Fonction bijective

Rappelons une définition déja rencontrée précédemment, mais réadaptée aux fonc-
tions numériques.

— Définition 12 | Bijection numérique
Soit f : R — R une fonction.

® Silc 9y, onditque f réalise une bijection del dans] = f (1) sil'application :

I — ] N
est bijective.
x — f(x) :
® Dans ce cas, on appelle alors réciproque de f del dans (ou sur) J, 'applica-
tion @',

o Attention

Ainsi, pour une fonction, on ne dira pas simplement « f est bijective » mais « f
réalise une bijection de I dans (ou sur) J » car il y a toujours ambiguité sur I'en-
semble de départ choisi (un sous-ensemble du domaine de définition).

Exemple 18 Déterminer si les fonctions f : I — ] ci-apres réalisent une bi-

jection de I vers J et calculer f~! le cas échéant. On pourra commencer par

esquisser le graphe pour se convaincre du résultat. On notera ¢ 'application
I — J

x — f(x)

1. fix— #,

o [=R"J=R,

4

définie précédemment.

f(x)4

A s a10Aud s Inb juswig[e anbrun |

[=R*J=R",

I:R+* I:R+*-
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2. fix—V1-x2%
® [Tracé du graphe et calcul de ;] Pour obtenir le graphe de f,
on peut utiliser un argument géométrique ici plutét que de faire une

étude de fonction.

4

° I:[_lrl]yJ:R+y

e I1=[-1,1],J=[0,1].

3. Inréalise une bijection de R** dans R, exp de R dans R**. Les applications
p associées sont réciproques 'une de l'autre.

GRAPHE D'UNE BIJECTION RECIPROQUE. Dans toute cette section, nous tra-
vaillons pour rappel avec des fonctions numériques, le graphe peut donc étre vi-
sualisé sur un dessin. Les graphes de f et f~! possédent en plus une propriété de
symétrie intéressante, qui permet de tracer facilement le graphe de f~! a partir de
celui de f. Cela peut se constater facilement : soit f : I — J une bijection de I dans
], alors

_ -1
(x,y) ECgf‘1 Y _f (x) Qcomposantparf
= f(y) - Qdéﬁm'tion de 6€¢
< (y,x) €6;.

Autrement dit, chaque point de €1 est le symétrique par rapport a y = x (échange
des deux coordonnées) d'un point de 6. On obtient dés lors la proposition sui-
vante.

Proposition 13 | Symétrie du graphe
Soient I,] deux sous-ensembles de R, et f réalisant une bijection de I surJ. Alors
le graphe de f~! est obtenu a partir de celui de f a l'aide d'une symétrie d’axe

y=X.

k‘

Soient I et ] deux intervalles centrés en zéro, et f : 1 — J une fonction bijective.

Proposition 14 | Parité de f ™'
(Alors: f impaire = f~! impaire.
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Note | Remarque : une fonction paire ne peut étre bijective.

Preuve  Supposons f impaire. Montrons que f~! est impaire.

s’ Notons que] est symétrique en 0. De plus, soity € ), il existe x € 1 unique tel que f(x) = y.
Alors :
FAEN=1Cf@) = ) =—x==f(y).
[ impaire

Donc: [~ estimpaire.

m Théoréme de la bijection

Rappelons que nous avons vu qu’une bijection entre deux ensembles I, ] établit une
correspondance parfaite entre les éléments de I et ceux de J. Il faut donc pour tout
vej:

I'existence d'un antécédent. Il faudrait donc une fonction « sans trou », c’est-a-
dire une fonction continue.

Lunicité d’'un antécédent. Il ne faudrait donc pas que la fonction change de mo-
notonie au risque de donner un deuxieme antécédent.

Ces deux hypotheses naturelles sont celles du théoreme de la bijection, que nous
énoncons et admettons pour I'instant.

— Théoréme 1| Théoréme de la bijection
Soit f une fonction numérique continue sur I < %, et strictement monotone

sur I. Alors :

f(I) est un intervalle, et f réalise une bijection de I sur f(I). Plus précisé-
ment, l'intervalle f(I) est donné (I) est donné par le tableau suivant :

rvips| | Jimsips|

[tim . fa)

Jlim 7, £ (5)]
[/ (B) lim £ |

[f(a) f(b)]
[f(b), f(a)]

]liinf,lizllnf[

La bijection réciproque f~! : f(I) — I est continue et strictement mono-
tone, de méme monotonie que f. De plus, les limites de f~! aux bornes de
f(I) sont les bornes de 1.

Preuve  Admis provisoirement.

Remarque 9 Il est faut bien comprendre la différence entre le théoreme de la bi-
jection et la méthode exposée précédemment pour montrer qu'une application
est bijective (résolution de y = f(x)).

® Le théoreme de la bijection permet de démontrer trés simplement qu'une
fonction réalise une bijection. Mais il ne donne aucune information, si ce
n'est la continuité et la monotonie, sur la réciproque.

® Tlarésolution de y = f(x) en la variable x permet simultanément de mon-
trer qu'une fonction réalise une bijection et de déterminer sa réciproque.
Elle est en revanche souvent impossible a mettre en place, puisqu’on ne sait
résoudre que peu d’équations de maniére exacte.

Méthode (ALG) 7.4 (Théoréme de la bijection et équations) Soit I un intervalle.

On souhaite justifier I'existence et 'unicité éventuelle d'une solution x € I a

I'équation f(x) = a avec a € R.

1. Sil'unicité n'est pas souhaitée : on applique le théoreme des valeurs inter-
meédiaires, ce théoreme sera revu dans un prochain chapitre.

2. Sil'unicité est souhaitée : on applique le théoreme de la bijection sur I, puis
on vérifie que a € f(I); cela garantira I'existence et I'unicité d’'un antécé-
dent de a par f, c’est-a-dire une unique solution a I'équation.

Notez également que :

® ['équation f(x) = x est équivalente a f(x) — x = 0. Il s’agirait donc d’appli-
quer le théoréme de la bijection a f —Id et = 0.

® T['équation f(x) = g(x) est équivalente a (f — g)(x) = 0. Il s'agirait donc
d’appliquer le théoréme de la bijectiona f — g et a = 0.

Exemple 19 (Utilisation du théoréme de la bijection)

1. Lafonction x — e™* posséde un unique point fixe sur R, c’est-a-dire :
JlxeR, e *=ux.

4
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2.

. 3 . .
La fonction f : x — % — x — 2 s'annule une unique fois sur R.

4

Justifier que ce point d’annulation est dans ]2, 3[.

4

3.

Soit ¢ = 0. La fonction polynéme P, : x — x® + tx — 1 admet une unique
racine réelle u(t), cest-a-dire: 3Ilu(r)eR, P,(u(t))=0.

4

[Existence d’une suite implicite] Soit n = 1, et f, : x € [1, co[—

x"*1 — x". Léquation f,(x) = 1 admet une unique solution a,, sur l'inter-
valle [1, co[. On ne s'intéresse pas ici aux éventuelles solutions en dehors de
[1, ool.

’I
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®  Par définition de la racine cubique (voir Chapitre (ALG) 2), laréciproque de
f adéja une notation, c’est ! : x — \3/5

® Déterminer une expression de la bijection réciproque £~ al'aide de 'expo-
nentielle et du logarithme. Soit y € R, on cherche x € R tel que f(x) = x3 =
¥.
o [Casl:y=0] I'unique antécédentest f~'(0)=0 puisque 0> =0.
o [Casl:y>0] onvérifie sans peine que cela entraine x > 0.

R4

o [Cas2:y<0] onvérifie sans peine que cela entraine x < 0.

Exemple 20 (Retour sur la fonction racine cubique : justifications) On ne 2
suppose pas ici connue lexistence et l'unicité de la racine cubique d’'un réel.

® Enutilisantle théoréme de la bijection, montrer que f : x — x> réalise une
bijection de R sur R.

4

¢ [Conclusion : expression de f~'] on a donc une expression expli-
cite (al'aide de I'exponentielle et du logarithme) de la racine cubique.

R4

® Préciser les limites de ™! en +oo.

R4
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COURBE REPRESENTATIVE DE X — X° ET SA RECIPROQUE X — x'/% sURR

Résumé Définition de a”

1

u x e x a
S —
b(=n) facteurs

ax--+xa
b(=n) facteurs

Remarque 10 (Case x) De facon générale, cette puissance n'est pas définie si a
n'est pas forcément positif. On peut en revanche obtenir une définition si:

® b=k eN, estlinverse dune puissance impaire. En effet, puisque
2k+1
.. . 1 1 < g . P
x — x*¥*1 est bijective, on pose az+1 = zx/a, c’est-a-dire I'unique x vé-
rifiant x2¥*1 = g,
® On peut donc ensuite étendre a b = 21:%’ keN,pezZ enposant: a=

1
(a 2k+1 )p.

Méthode (ALG) 75  (Utiliser le théoreme de la bijection pour calculer des
images d’intervalles) Pour déterminer des images d’intervalles, on peut uti-
liser le théoreme de la bijection. En effet, sous les hypotheéses du théo-
reme, les images d’intervalles sont données par le tableau ci-dessous :

I
M [, b] Ja,b]

SN (/(2),/(b)] | |lim £ (b)] [t tim |
str. \, ) f@) | [fe)time]| [ime. r@)|| [imstims|
Si la fonction change de monotonie, on utilisera le théoreme de la bijection sur

plusieurs sous-intervalles, avec la propriété « f(AuUB) = f(A) U f(B) » vue pré-
cédemment (voir I'exemple ci-dessous concernant la fonction carré).

Exemple 21 Onnote f : x — e *. Déterminer f(R) en utilisant le théoréeme de
la bijection.

R4

Exemple 22 (Fonction carré sur R — Cas d'un changement de monotonie)
Soit f : R — R la fonction carrée. Déterminer f ([—1,2]).

s’ Onapplique le théoreme de la bijection sur [—1,0] et sur[0,2]. On a que :
® a fonction carrée est continue sur [—1,0] comme fonction usuelle.

®  [a fonction carrée est strictement décroissante sur[—1,0].

® f(-1)=1letf(0)=0.

Ainsi dapres le théoreme de la bijection, on a en particulier que f ([-1,0]) = [0, 1].
®  La fonction carrée est continue sur [0,2] comme fonction usuelle.

®  [a fonction carrée est strictement décroissante sur [0, 2].

® f(2)=4etf(0)=0.

Ainsi dapres le théoreme de la bijection, on a en particulier que f([0,2]) = [0,4].
Ainsiona:f([-1,2]) = f([-1,0]) u £ ([0,2]) = [0,4]. Donc|f ([-1,2]) = [0,4] ]

m Dérivée d’une réciproque

Le théoréme suivant, trés puissant, permet de montrer la dérivabilité d'une réci-
proque et méme d’exprimer la dérivée de cette derniere, méme sans connaitre 1'ex-
pression de cette derniére.

Théoréme 2 | Dérivée d’'une réciproque
Soit une application f : I — J bijective.
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® [Local] Soitye].
{(i) f dérivable en f~!(y) (@ 7 est dérivablele ny
—
ii "(f ! #0 (ii) YW =
@ O )y i)
® [Global]
{(i) F dérivable surT, (i) f ! est dérivable surJ,
— 1
ii vyel], f'(f! #0 i vyel, (YW =—5—
(ii) y ') y f y (')
En particulier, si f' ne s'annule pas sur I (cest souvent cette condition suffisante qui
est vérifiée dans la pratique!) alors f~! est dérivable sur J tout entier.

Rappelons que par définition: Vx eI, f'of(x)=x.Sif ! estdérivable sur],
alors en dérivant on obtient :

(F1Y (F(x) x f'(x) = 1.

Soit y €7, il existe un unique x € I tel que y = f(x), on a alors:

YW= m)=1 (%)
Sien plus f'(f~'(y)) # 0, on obtient la formule :

1
YW =5
1o

En revanche, cette démonstration ne prouve en aucun cas la dérivabilité de f~*, c’est
ce que nous montrerons dans le Chapitre (AN) 6 : c’est pour le moment admis.
Méthode (ALG) 7.6 (Utiliser la formule de dérivation d’une réciproque) Soit
f :1— ] bijective.
® Justifier que f est bien dérivable sur I.

® Résoudrel’équation f'o f~'(y) =0 eny €], on note ¥ 'ensemble des solu-
tions. Si f’ ne s'annule clairement pas, on peut sauter cette étape et ¥ = @.

® Daprés le théoreme, f~! est dérivable sur J\.# et la dérivée est donnée par

la formule.

Exemple 23 Soit f: x — e* +2x —3.

1. Montrer que f réalise une bijection de R sur un intervalle J a préciser; on
notera alors f ! sa réciproque.

4

2. Ftudier la dérivabilité de £~ sur ] puis déterminer (f~')'(-2).

4

Remarque 11

® Comme le témoigne 'exemple précédent, il est souvent possible, grace au
Théoreme 2 de calculer (f - ) en certains points méme si nous n'étions pas
capable de calculer f~!(y) pour tout y €.

® Parfois-méme il est possible de calculer f'(f~'(y)) pour tout y € ] méme si
f~1(y) ne nous était pas accessible. Voir 'exemple qui suit.

Exemple 24 Soit f: x —e* —e™*.

1. Montrer que f réalise une bijection de R sur un intervalle ] a préciser; on
notera alors f sa réciproque.

R4

2. FEtudierla dérivabilité de f~! surJ puis déterminer (f~')'(y) pourtout y €J.
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Fonctions circulaires réciproques

Lobjectif de cette derniére partie est d’essayer de restreindre certaines fonctions tri- 0

gonométriques, afin d’obtenir des bijections. Commencons déja par constater que
R — [-1,1 . IR — [-1,1 Dy — R
cos L1 [-L.1] tan
X — COSX, x — sinx, X — tanx,

telles que définies dans le Chapitre (AN) 1, ne sont pas bijectives. En effet :

cos(0) =1 =cos(2m), sin(0) =0 = sin(m),
alorsque: 0+ 1,0 + m. Elles ne sont donc pas injectives, donc a fortiori pas bijec-
tives. En revanche, il est possible de restreindre 'ensemble de départ, afin de former
des applications bijectives. Il n’y a bien stir pas un seul choix possible a chaque fois,
mais nous prendrons le plus naturel.

tan(0) =0 =tanm,

FONCTIONS arccos ET arcsin. Commencons par observer les graphes.

COURBE REPRESENTATIVE DE COS COURBE REPRESENTATIVE DE Sin

/1/ 7A\\ 1 \\\
N // 0n 7 \\ n \\
3T =6 3T, 3T =76 7 —37,
- =T 0 —~.m —* — -7 0 - m-. =7
2 T2 -1y ;\ 2 2 17 2 2

Sur les parties qui ne sont pas en pointillées, la fonction réalisera une bijection. Pas-
sons maintenant a une rédaction plus formelle.

— Définition/Proposition 3 | Existence de arccos, arcsin
[Or T[] - [_L 1]

x — cos(x)
tion, sa bijection réciproque est notée arccos, eton a:

® [Arccosinus] Lapplication cos|[0n] est une bijec-

-1. £ . .
& arccos = cos |[0,n] :[-1,1] — [0, «t], elle est appelée fonction arcosi-
nus.
S De plus, arccos est une fonction continue, et strictement décroissante.
T
[ ) [_ 1 ’ 1 ]
X — sin(x)
jection, sa bijection réciproque est notée arcsin, eton a:

® [Arcsinus] Lapplication sin|[_n x est une bi-

i’f]

o arcsin =sin |[ ]_1 :[=1,1] — [-3, 3], elle est appelée fonction arc-

_nn
272

sinus.
o Denplus, arcsin est une fonction continue, impaire et strictement crois-

sante.

Attention

La fonction arccos ne possede pas de parité, tout comme cos (01"

Preuve  Rappelons les tableaux de variations de de cos, sin sur les intervalles qui nous in-
téressent.
t 0 3 i t -3 0 3
1 ; ; 1
cost \ 0 \ sint / 0 /
-1 -1

®  [Existence de arccos]

» La fonction cos est continue et strictement décroissante sur le segment [0, 7], elle
réalise donc une bijection du segment [0, 1| dans le segment cos ([0, n]) = [-1, 1] dapres
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le théoreme de la bl]ectAwn. De plus, %a fonction arccos est alo’rs C(.)ntmue, paire (tout ° [Dérivabilité] La fonction arccos est dérivable sur ] - 1,1[ avec :
comme cos |[0 n]) et a méme monotonie que cos |[0 xp donc est décroissante. 1

() —
®  [Existence de arcsin] La fonction sin est continue et strictement croissante sur le Vxe]-1,1[, arccos'(x)=-

segment [—%, 2], elle réalise donc une bijection du segment [—%, %] dans le segment

1-x2

sin([-%,2]) = [-1,1] d’apres le théoreme de la bijection. De plus, la fonction arcsin e [Taux] lim arccos(x)-3 _ 1
est alors continue, impaire (tout comme sin |[_ x E]) et améme monotonie que sin |[0 - Y0 x .
22 4

donc est croissante.

PROPRIETES DE arccos ET COURBE REPRESENTATIVE. De la définition, on g Attention
peut aussi comprendre arccos ainsi : En dehors de I'intervalle [0, 7t], la relation arccos(cos(x)) = x n’est pas vérifiée,
meéme si 'expression arccos(cos x) est bien définie.

Pour tout x € [-1,1], arccos(x) est ’'angle de [0, 1] dont le cosinus vaut x.
Ccos

on _  [-L1]

arccos
Preuve

®  Conséquence immédiate de la notion de réciproque.

o

arccos(x) |

X
o

arccos(x)
Proposition 15 | Relation fondamentale et dérivabilité de arccos
® [Relation fondamentale]
Vxe[0,n], arccos(cos(x))=x, Vxe[-1,1], cos(arccos(x))=x. | pe tout cela, nous pouvons a présent tracer la courbe représentative.
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Exemple 26 Soit x € [—1,1], calculer sin(arccos(x)).

Exercice 4 On note f la fonction définie par: f(x) = arccos(cosx).
1. Calculer f(-3).

2. Déterminer Z; puis étudier f.

Exercice 5 Déterminer un argument 6 €] — i, 7] de 2 —i faisant intervenir un
arccosinus.

PROPRIETES DE arcsin ET COURBE REPRESENTATIVE. De la définition, on
peut aussi comprendre arcsin ainsi :

Pour tout x € [-1,1], arcsin(x) est angle de [—g, g] dont le sinus vaut x.
sin
T —
- = -1,1
-3z — o

arcsin

x _______ -- -

/
arcsin(x)

/
/

arcsin(x)

— Proposition 16 | Relation fondamentale et dérivabilité de arcsin 40—
® [Relation fondamentale]

Vx e

)

, arcsin(sin(x))=x, Vxe[-1,1], sin(arcsin(x))=x.

® [Dérivabilité] La fonction arcsin est dérivable sur | —1,1[ avec :

1
Vxe]-1,1[, arcsin’(x)= .
1-x2

® [Taux] limo%n(x):l.
xX—
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o Attention y
En dehors de I'intervalle [—g, g], la relation arcsin(sin(x)) = x n’est pas vérifiée, 4 g
méme si 'expression arccos(sin x) est bien définie. n P
2 N,
cgarcsin 1 ‘
1_‘7777/\777\
/ Z, | |
l 1
_I 1 I I
— |
o C
n X
S L
| |
l 7
| 7
Preuve - 7;/:7 I R 1
®  Conséquence immédiate de la notion de réciproque. .7 7
AR )
[ ,I L

Exercice 6 On note f la fonction définie par:  f(x) = arcsin(sinx).
1. Calculer f(32).

2. Déterminer 9, puis étudier f.
Exercice 7 Déterminer un argument 0 €] — , 1] de —2 +i faisant intervenir un

arcsinus.

FONCTION arctan. Commencons a nouveau par le graphe.

COURBE REPRESENTATIVE DE tan
y

o
1 1 I
II 1 3 1 I
1 1 !
!
Lo 1 I
1 1 !
,( 1 2 1 !
1 C 1 /
,/ 1 grar 1 J
’ 1 1 /
/ 1 1 1 ,/
/ 1 1 ,
/
1 1 Y
- + O 3 + +
L7 =T J:[ . X
, =T . // I
g /
1
1
1
1
1
1
1
1

---------w.|

De tout cela, nous pouvons a présent tracer la courbe représentative. !
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Sur la partie qui n'est pas en pointillées, la fonction réalisera une bijection. Passons
maintenant a une rédaction plus formelle.

— Définition/Proposition 4 | Existence de arctan
T
3.2 —
X — tan(x)
réciproque est notée arctan, etona:

v

Lapplication tan |]_l x| est une bijection, sa bijection
272

® arctan =tan |]_E E[_l :R— |-%,2], elle est appelée fonction arctangente.
22

® De plus, arctan est une fonction continue, impaire, et strictement crois-

sante.

Preuve

» La fonction tan est continue et strictement croissante sur l'intervalle ] - g, ’2—‘ , elle réalise
donc une bijection de Uintervalle |—%, %[ dans l'intervalle tan (]-%, 2[) = R dapres le théo-

reme de la bijection. De plus, la fonction arctan est alors continue et a méme monotonie que

tan |[_ I donc est croissante. Elle est de plus impaire car tan |]_ﬂ 1 lest.
2’2 212
En conclusion, ona:
_I LS _
t 2 0 2 t 00 0 +00
(0,0] I
Y / Y / 2
tant 0 arctant 0
_— _n—
—00 2

Pour tout x € R, arctan(x) est I'angle de |-2,2[ dont la tangente vaut x.
tan
Bl =

- = R
2 2

—
arctan

<

/

arctan(x) /

Exemple 28 (Valeurs remarquables) Compléter le tableau ci-dessous.

arctan(x)

— Proposition 17 | Propriétés d’arctan
® [Composition]

Vxe , arctan(tan(x))=x, VxeR,

)

® [Dérivabilité] arctan est dérivable surR et :

O

tan(arctan(x)) = x.

, 1
Vx eR, arctan'(x)=——.
1+x
® [Limites]
¢ lim arctan(x)=-7, ¢ lim arctan(x) =7,
X——00 X—+00
o [Taux] lim 2= —
x—0 *
Preuve

®  Fvident par définition de 'une bijection réciproque.

®  Vérifions la dérivabilité ainsi que la formule.

7
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®  [Limites]

e
2.
3.
COURBE REPRESENTATIVE D’arctan
A
| $,
| | %
| N
! ,
| v
. I S VA
2 o
- /7 € arctan
2 0 l
T n x
! 2
I o
, ’ 7t
Sl Ay B}
// ! T
7 |
7 1
// : L
1 &4,

Exemple 29 Soit f : x — arctan(In(x)).

1. Déterminer le domaine de définition 2, de f et calculer ses limites aux
bords de Zy.

R4

Vérifier que [ est dérivable sur 2, et déterminer f.

Justifier que f réalise une bijection de 2, sur un intervalle I et dresser le
tableau de variation complet de f~! sur 1.

4

Montrer que f~! est dérivable sur I et calculer (f~!)(0).
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5. Retrouver le résultat précédent en calculant explicitement f~.

4

Exemple 30 Etablir la formule suivante :

1 2 six>0
Vx € R*, arctan(x)+ arctan (—) ={2 )
X -5 six<O0.

Exercice 8 Résoudre I'équation :

arctan(2x) + arctan(3x) = 7.
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E ERIVES : | | | uo u
TABLEAU RECAPITULATIF DES DERIVES : LE RETOUR WY = nwunt (e = e C njuy =% (ﬁ), _
! ! ! ! 2\/u
siu>0
A T o AN W 2w
Dans le tableau ci-dessous, x est une variable réelle, ¢ une constante réelle, « une ! (cosu)' = (sinu) = (tanu)' = cos?(u) =u (1 + tan (u))
constante réelle et n € N*. —u'sin(u) u' cos(u)
e L T
(arcsinu) = —— (arccosu) = ———
777,7 : V 1 - uz : V 1 - u2
Fonction f Fonction f ‘ Dy <Dy ‘ si—l<u<l si—l<u<l
f(X):c 0 R :7777777777777777777777777, 777777 L; ; 777777777777777 —
| arctanu) = ]
nx"! R L ()1u2 7777777777777 T
nx "= R*
n
_xn+1
1
.
2y/x
1 six>0
’
{ -1 six<0
1
In(|x]) - R*
X
e* e* R
cos(x) —sin(x) R
sin(x) cos(x) R
|
tan(x) 1+tan?(x) = R\{E+kn‘kez}
1
cos?(x)
x% a€eR ax® ! R
1
arcsin(x) — 1-1,1[
1-x2
1
arccos(x) ——— 1-1,1[
1-x2
arctan(x) ! R
1+ x?

Pour u une fonction réelle a valeurs dans I'ensemble de dérivabilité de la fonction
par laquelle on compose, on a, pour touta € R :
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FICHE METHODES

Les méthodes du cours sont toutes reprises dans cette section.

Méthode (ALG) 71 (Montrer qu'une application est surjective)

1. Poser un élément quelconque y de F.

2. Trouver ensuite un élément x € E tel que f(x) = y, cela revient souvent a
résoudre I’équation y = f(x) d'inconnue x.

3. Sivous avez trouvé un élément x qui convient, et ce pour tout y € F, alors
f estbien surjective.

Méthode (ALG) 7.2 (Montrer qu’'une application est injective)
1. Sedonner x,x’ € E tels que f(x) = f(x').

2. Pardivers arguments, en déduire qu’alors la seule possibilité est que x = x'.
Auquel cas f est bien injective.

Méthode (ALG) 7.3 (Montrer la bijectivité et calculer la réciproque) Pour dé-
terminer la fonction réciproque d'une bijection f : E — F, on écrit y = f(x)
pour y € F et on cherche a isoler x en fonction de y pour parvenir a l'expression
x = f7'(y). S’il existe un unique x solution, cela prouve la bijectivité de f et en
plus nous obtenons I'expression de f~!.

Méthode (ALG) 7.4 (Théoréme de la bijection et équations) Soit I un intervalle.
On souhaite justifier I'existence et 'unicité éventuelle d'une solution x € I a
I'équation f(x) = a avec a € R.

1. Sil'unicité n'est pas souhaitée : on applique le théoreme des valeurs inter-
meédiaires, ce théoreme sera revu dans un prochain chapitre.

2. Sil'unicité est souhaitée : on applique le théoréeme de la bijection sur I, puis
on vérifie que a € f(I); cela garantira 'existence et 'unicité d’'un antécé-
dent de a par f, c’est-a-dire une unique solution a I'équation.

Notez également que :

® [|'équation f(x) = x est équivalente a f(x) — x = 0. Il s’agirait donc d’appli-
quer le théoréme de la bijection a f —Id et a = 0.

® T'équation f(x) = g(x) est équivalente a (f — g)(x) = 0. Il s'agirait donc
d’appliquer le théoréme de la bijectiona f — g et a = 0.

Méthode (ALG) 75  (Utiliser le théoreme de la bijection pour calculer des
images d’intervalles) Pour déterminer des images d’intervalles, on peut uti-
liser le théoreme de la bijection. En effet, sous les hypotheéses du théo-
reme, les images d’intervalles sont données par le tableau ci-dessous :

la, b] [a, b

@ s | Jims )] | [f@ntipr || Jiim s tims|
)@l | [fe)time]| [ims. r@)|| [imsims|

Si la fonction change de monotonie, on utilisera le théoreme de la bijection sur
plusieurs sous-intervalles, avec la propriété « f(AUB) = f(A) U f(B) » vue pré-
cédemment (voir I'exemple ci-dessous concernant la fonction carré).

Méthode (ALG) 7.6 (Utiliser la formule de dérivation d’une réciproque) Soit
f :1— 7 bijective.
® Justifier que f est bien dérivable sur I.

® Résoudrel’équation f'of~'(y) = 0 en y €], on note . 'ensemble des solu-
tions. Si f' ne s'annule clairement pas, on peut sauter cette étape et . = @.

® D’apresle théoréme, f~! est dérivable sur J\.# et la dérivée est donnée par
la formule.
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n EXERCICES 1. Etudier les variations de f.
Lapplication f est-elle injective?

La liste ci-dessous représente les éléments a maitriser absolument. Pour les travailler, Déterminer f([1,2]), f(R), f ([-1,00[).

il sagit de refaire les exemples du cours et les exercices associés a chaque item.

Savoir-faire Exercice 2| eoo Déterminer sin([-%,%]), tan(]-7F, 5[) et cos([%, 3Z]).
1.  Concernant les applications :
savoir qu'une application est déterminée par trois choses ............... (I
connaitre les différentes opérations sur les applications ................. O Applications et fonctions numeriques

savoir démontrer qu'une application est injective ou n'est pas injective. ..
savoir démontrer qu'une application est surjective ou n'est pas surjective [

savoir démontrer qu'une application est bijective ou n'est pas bijective.... U Exercice 3| eoo Etudier I'injectivité, la surjectivité et la bijectivité des applica-

tions suivantes. Lorsqu’elles sont bijectives, déterminer les applications réciproques.
Lorsque cela vous semble pertinent, on pourra commencer par esquisser le graphe

savoir déterminer I'application réciproque d’'une application bijective ... [J

2.  Concernant les bijections numériques :

o connaitre le théoreme de la bijection................. ... ..ol O au brouillon.
®  savoir étudier la dérivabilité d’une bijection réciproque ................. O R R R R
®  connaitre les fonctions arccos et arcsin : définition, propriétés, dérivée et 1. f 2. f
BTAPNC . .o O x — \x X — x
®  connaitre la fonction arctan : définition, propriétés, dérivée et graphe. ... Rt — R R — R
3 f x — x+1 “  f x — x+1
Signalétique du TD
L . R . . . R R — R R* — R
es exercices possedent un niveau de difficulté allant de @00 2 @ @e@. 5 f 6. f
Les exercices labellisés @ ® ® doivent étre travaillés une fois le reste bien compris. x — x| x = x|
[-1,1] — [0,1] R — R
- : e e - L | x| 8 fly
Merci de déeposer les exercices rediges en scannant ce QR code, au plus tard le dimanche
20h pour le TD du mardi, ou le mercredi 20h pour le TD du jeudi. R — R Rt — R*
9. 10.
fly o 4o fly o
R — ]1,+o0[ ]-1,400[ — R
1. 12.
f x — e +1 f x — In(1+x)
R — ]-4,+00] 7 — Zz
13. 14.
3/ x — 2¥-4 ) n — 2n+1.

Images directes

Exercice 4 | eco Soit f : R — R définie par f(x) = 2% pour tout x € R.

1+x2

1. Lapplication f est-elle injective de R dans R? Surjective de R dans R?

— R 2. Montrer que la restriction g = f |[
— x3-3x. tervalle que l'on précisera.

. réalise une bijection de [-1, 1] sur un in-
Exercice 1| eoo On consideére 'application  f . -1,1] ) [ ]
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Autres applications

Exercice 5| eeo Soient a et b deux nombres réels tels que a < b. On pose,

1 1
Vxela,bl, f(x)= Y —a + b Exercice 10 | @00 [Lou-Anne CH - CarolineRO]  Soit I'application
cr— C
1. Démontrer que f réalise une bijection de ]a, b[ sur un intervalle ] que 'on pré- f:
. . N . . -1 z — Z+-—.

cisera. Que peut-on dire de I'application f~" ? z
2. Déterminer f~! dans le cas a = —1 et b = 1. Représenter graphiquement f et 1. Lapplication f est-elle injective?

. 2. Déterminer 'image de f. Que peut-on en déduire?

Déterminer I'image par f de R*, puis de U.

Exercice 6| eoo FEtudierlafonction f : x — x®—x +1, puis montrer que I'équa-

. . L. . 7 —
tion f(x) = 0 admet une unique solution réelle a €] — 2, —1[. Exercice 11| eeo Application de Z dans Z Soit f n

1. Calculer f o f. Qu'en déduire sur f?

2. Résoudrel’équation:347=n+(-1)"ouneZ.
Exercice 7 | eoo [ilann SA-Martin LA]  Soit I'équation x® — 3x + 1 = 0. Montrer
qu'elle a trois solutions dans R.

Exercice 12| eeo [MadlysIB-RaphaélLu]l  On considere I'application a valeurs

dans N, définie sur 'ensemble des parties non vides de N, par

ZN)\{g} — N
Exercice 8 | @00 [ules PE - Toscane GR] On considére : f: A — Y o k.
R — R keAn[0,14]
f x — In(x?+1). 1.  Déterminer f ({1,4,7}), f(N) et f({2n|neN}).

Lapplication f est-elle injective ? Surjective ? Bijective ?

Montrer que f est une application de R dans R. Déterminer les antécédents de 5 par f.

Montrer que f n'est pas injective.

Montrer que f n'est pas surjective. )
[R —_—
R, — R,

Exercice 13 | eoo [Thomas DA - Martin LA]  Soit f ‘ (
x — In(x?+1)

4. Montrer que ¢ est bijective et donner sa réciproque.

Montrer que f est bijective et déterminer sa réciproque.

Exercice 9| eeo Soit f: R — R définie par :

+5
VxeR, f(x) :max(xl—o,x—S).

2 2
Exercice 14| eee SoitI'application f ‘ (f y) — (x +n§; ,xy)

z

— n+(-1)".

[RZ

x,y) — (x+y,x—-y).

1. Si(s,p) € R? aquelle condition nécessaire et suffisante (s, p) € Im(f)?

1. Montrer en utilisant la définition que f est injective. 2. Déterminer I'image réciproque par f de I'ensemble :
2. Montrer que f réalise une bijection de R dans R, détermine sa réciproque. A ={(s,p)e R? | s2—4p= 1}.
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Propriétés générales

Exercice 15| eeo SoientE, Fet G trois ensembles, f : E— Fet g : F — G deux
applications.

1. Montrer que, pour tous A € Z(E) et B € 22(F),
fF(Anf®) = fa)ns.
Montrer que I'application A — f(A) est croissante de 2?(E) dans 22(F),
au sens de I'inclusion, c’est-a-dire que, pour tous A,A’ € Z(E),
AcA = f(A)cf(A).
Montrer de méme que l'application B — f (-1)(B) est croissante de Z(F)
dans Z(E).
3. Montrer que, pour tous A € Z2(E) et C € 22(G),

(goNA)=g(f(A) et (gNVC) =" (gV(0).

2. 23)

22)

Exercice 16 | eeo SoientE et F deux ensembles et f : E — F une application.

1. 11) Comparer fV (f(A)) et A, pour toute partie A de E. Commencer par un

dessin.
1.2) Montrer que, si f est injective, alors
VAeZ(E),  fUU(f(A)=A.
1.3) Montrer la réciproque.
2. 21) Comparer f ( f <‘1>(B)) et B, pour toute partie B de F. Commencer par un
dessin.
2.2) Montrer que, si f est surjective, alors
VBeZ(F), f (f<‘1>(B)) =B.
2.3) Montrer la réciproque.

On pourra retenir de cet exercice que, si f est bijective, les applications
Z(E) — 2(F) 2(F) — 2(E)

A — fA) B — f7U(B)
sont bijectives et réciproques l'une de lautre.

5: et p:

Exercice 17 | eeo Soit E, F deux ensembles et f : E — F et g : F — E deux
applications.

1.  Montrer que si g o f =1dy, alors g est surjective et f est injective.

2. Montrer quesi f o g et g o f sont bijectives, alors f et g sont bijectives.

Exercice 18 | eeo [ilannSA-celiakT]  Soient E, F et G trois ensembles. Soient
f:E— Fetg:E— Gdeuxapplications. On considere I'application % définie par:
I E — FxG

x — (f(x),g(x)).

1. Montrerque: (f estinjective ou g estinjective) = h injective.
2.  Onsuppose que f est surjective et que g est surjective. Lapplication & est-elle

nécessairement surjective?

Exercice 19 | eeo Soit E un ensemble. On note 2(E) 'ensemble des parties de
E.

Soient E un ensemble non vide et A, B € 22(E). Montrer que l'application
| P(E) — 2(E)xP(E)

f . X . (X UA,X U B) nest pas surjective.

Autour de arctan, arcsin et arccos — Dérivation de f~!

Exercice 20 | eoo [Armand CA - Tristan CA]

1+\/5)_

Soit

4
Calculer cos(4x), puis en déduire la valeur de x.

X = arccos (

Exercice 21 | eeo Dans chacun des cas suivants, résoudre 1'équation propo-
sée :
. (1 1 .
1. arccos(x) = arcsm(g) + arccos (Z) 2. arcsin(tan(x)) = x.
|
3. arctan(x)+arctan(2x) = T

4, 2arcsin(x) = arcsin (2x V1- xz),

5. arcsin(2x) = arcsin(x) + arcsin (x \/5)

Exercice 22 | eeo



pcsi1 (€9 2026-2027

36

£ Lycée Gustave EIFFEL - Bordeaux

1. On souhaite exprimer tan(a + b + ¢) en fonction de tan(a), tan(b) et tan(c),
lorsque ces grandeurs sont bien définies.

T
11) Traiterlecasoll a+b# > [m].

Exercice 27 | eeo [joshuaBA-Louisbu]l  Soit f : x — cos (arctan(2x)).

1. Montrer que f est dérivable sur son domaine de définition & et expliciter sa
1.2) Montrer que I'égalité obtenue reste vraie lorsque : dérivée.
a+b=" [n]. 2. Ftudier la parité de f.
2 Déterminer le nombre de solutions de I’équation f(x) = ¢ en fonction de ¢ € R,
2. Onsouhaite calculer L V3
1 1 1 résoudre f(x) = 5.
A = arctan (—) + arctan (—) + arctan (—) .
2 5 8
) .
21) Montrer que les trois termes appartiennent a |0, s [ Exercice 28 | eoo [Nassim AG - Toscane GR]  Soit f : x — ln(ﬁ +arctan(x)).
2.2) Calculer tan(A), puis en déduire A. 1. Calculer le domaine de définition 2, de f.
2. Sans calculer f~!, montrer que :
Exercice 23 | eoo Déterminer le domaine de définition et de dérivabilité des 20 f _rle alise }11.1e bijection de ?f Suli un 1n_tf:rvallf Ja prec,lsel‘r, v n
fonctions suivantes, et déterminer leur dérivée sur ce domaine. 22) f~'estdérivablesur] et déterminer £~ (In()). En déduire (£ ™)' (In(3))-
2% 3. Retrouver les résultats précédents en calculant f.
1. x+— arctan(sinx) 2. x+— arcsin (—2)
1+x
3. x-—arcsin (v ln(x)) 4. f:x— arctan(x?) Exercice 29 | eeo [julieRA-EmmaMA]  On considére 'application :
5. g:x— In(arctan(-x)) 6. h:x— arctan(x®-2x*+1) f [=[3n] — I?

Exercice 24 | eoo Déterminer les limites éventuelles des fonctions suivantes
aux bords de leur domaine de définition :

yedrctanx _

arctanx

1. f:x— e Farctan(e®), 2. gix— =

Exercice 25| eoo [MaélysIB-CarolineRO]  Soit f : x —> x +€*.

1.  Montrer que f définit une bijection de R sur un ensemble J a déterminer.
2. Justifier que f~! est dérivable surJ.
3. Déterminer (f7') (1).

Exercice 26 | eeo Etudier les fonctions suivantes :
1. f:x~— arccos(2x +1) 2. g:x— arcsin(i7)

x+1

3. hix— arcsin(ﬁ)

X —

sinx *

Montrer que f est une bijection de I sur un intervalle que 'on précisera.

Sans chercher a calculer f~!, montrer que f~' est dérivable sur |1, +oo[ et dé-
terminer (f~')'.

Exercice 30 | eeo FEtablir que:

1
Vx eR, |arctan(shx)|= arccos (T)
c



