Fiche n° 11. Principe fondamental de la dynamique
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Corrigés

11.2 a) Pour obtenir F il faut pouvoir éliminer a. L’astuce consiste a utiliser 'identité

sin? o 4+ cos’a = 1.

Fsina =mRw” - T L2 2 2 2 2 2 \2 ’ PRRT
On a soit F¥(sin“ a4+ cos”a) = F° = (TTIRLU — T) + (mg)”. Finalement, 'intensité d’une
Fcosa=mg : )

force étant positive, on trouve F = V/( mRw? — T) + (mg)?.

11.2 b) Quand on écrit le systéme sous la forme , on s’apercoit qu’il suffit de faire le
COSx — mg
rapport des deux équations pour éliminer F'. On obtient

mRBRw? — T . mRBw? —T
tanae = ——  d'ol = arctan | —

11.3 a) La solution générale s’écrit v(t) = aot + C1 ot C1 est une constante d’intégration que l'on détermine a
'aide de la condition v(tg) = 0. Cette condition donne Cy; = —agto d’oll la solution v(t) = ag(t — tp).

11.3 b) Lasolution générale s’éerit v(t) = Ae™"  La condition initiale v(to) = 0 implique A = 0 puisque e ¥ > 0

pour tout ¢. Ainsi la solution est »(t) = 0.

. 32 . . ‘ —kt . . . \ ao
11.3 ¢) La solution de I'équation homogene est v(t) = Ae™ ", Une solution particulicre (constante) est v = T

. " —kt Q0 L o an gt ; .
Les solutions sont v(t) = Ae + = La condition initiale v(tg) = 0 donne A = — T(,‘ O 1l en découle la solution

G0 _k(i—tg)
générale : v(t) = - [1 e ]

11.4 a)

La composante suivant e; correspond au produit scalaire

a-er—axlx cos(a).

. »
. : : . asin ce
De méme la composante suivant e, est le produit scalaire a@ - y

ey = a x 1 x cos(m/2 — ) = asin(a). On peut retrouver ces
résultats géométriquement (ef. ci-contre).

La composante suivant e; vant

> ¢ . s
b = b -e; =bceos(m/2 — a) = bsin(a).
b cos cey
De méme, la composante suivant e, vaut

.
by = b - e, = beos(a). bsin ceq



11.4 ¢)

»

=

On a

» »
cy = € - €z = ccos(a)
et
cy = ¢ ey =ccos(m)2 +a) = —csin(w).
On retrouve ces projections a 'aide de la construction ci-contre. —csin aey,
11.4 d)

On trouve
de = d -e; = deos(m/2 + a) = —dsin(a)

ct .
d, = d e, = dcos(a).

La construction ci-contre confirme ces projections.

>
11.5 a) La composante suivant es du poids est P» = P - e, = Pcos(a + m/2) = —Psin(a). De méme, sa
4 3 - - . 5 .
composante suivant ey s’éerit Py = P - ey = Pceos(a + 7) = —Pcos(a). Ainsi, le poids s'éerit
> - [ > [ >
P = —Psin(a)es — Pcos(a)ey.

5
11.6 a) La composante suivant e; du poids est P = P - e = Pcos(#). De méme, sa composante suivant eg
>
S6crit Py = P-eg = Peos(a +7/2) = —Psin(f). Ainsi, le poids s'écrit
»
P = Pcos(8)er — Psin(b)es.
» >

11.6 b) Le vecteur T' est colinéaire an vecteur unitaire e et de sens opposé; on a done T' = —Te;.

> > i
11.7b) La composante suivant e, de la tension du il 7' est Ty =T - e, = T cos(m — ) = =T cos(6).
>
De méme, sa composante suivant ey vaut Ty = T - ey = T cos(m/2 + ) = =T sin(8). Finalement, on trouve

T = —Tcos(f)es — T'sin(0)e,.

11.8 a) Le vecteur position est le vecteur OM = ze, + yey + ze2, d'oll

o)

> ]- p > > »
M= (;aot‘)‘ + :130) ér — Uotey + Zo€;.

FA

U = ke, + e, + e, = aoles — vney,.



11.8 ¢) Dans le systeme de coordonnées cartésiennes, le vecteur accélération s’exprime en fonetion des dérivées
secondes des coordonnées : @ = fe; + je, + Fe; = aoe,.
11.9 a) D’aprés le PFD, on a mge, = md d'out d = ge;.

11.9 b) L’accélération s’éerit @ = tzeq + vyey + v-e2. On en déduit

0y = 0 Uy = Cy
9y = 0 donc Uy = C
v, = g v, = gt+ Cs.

Les conditions initiales imposent €7 = v, C3 = 0 et C3 = 0. Finalement, on trouve & = voey + gte,.
11.9¢) Le vecteur vitesse s'écrit v = tes + ye, + Ze..

Par identification avec expression obtenue précédemment, on a

@ = w q = vot + Cy
g = 0  donc ¥y = ) 5
¢ = gt z = Sgt’+Co

Les conditions initiales imposent Cy = xg, Cs = yp et Cg = 0. Finalement, on trouve

ShF > - 1 i
OM = (UDT. -+ ﬂ?o)(—".m + Yoly + ;thEz'

11.10 ¢) Il suffit de dériver le vecteur ef = cos(@)ex + sin(f)ey . en utilisant le fait que ex ct e, sont des constantes

le,  dcos(@) _, dsin(8)_, , ,
(T = lt( )eT lt{ )ey. Ici, 8 dépend du temps, par conséquent on a
dr r 8

deasip) 38 o dmsid) o sl

(vectorielles). On a done

e dt 16
dsin(@ .
De méme, on a % = #cos(#). Finalement, on trouve
dt
('le.,: o > A >
el —fsin(f)ex + 8 cos(f)ey.
(

11.10 d) En partant de eg = — sin(@)es + cos(f)ey, on trouve

@ dsin(@) _,  dcos(@) _,

. > N s »
=— er + —ey, = —0cos(f)ez — Osin(f)e,.
dt dt dt ( )
» " »
11.11 Le vecteur OM est colinéaire et de méme sens que ep. Sa norme étant égale 7, on a OM = rey.



11.12 a) [l suffit de dériver le vecteur position en utilisant les résultats des exercices précédents @ on trouve

dOM  dr o der
ar AT e

11.12 b) Dérivons le vecteur vitesse :

o a T dt

> i ; ( 1 . ) .b y . ) . .
a dv dr > e d(r6) ee + -rt?[lﬁ = (r - -réiz)e.r + (2?”9 + rﬂ)ee.
dt

tana = F/P  soit a=046rad.

On peut aussi utiliser les produits scalaires. Par exemple,

T -F=Tx Feos(n/2+a) = -TFsina.

De plus, compte tenu de I'équilibre des forces, on a

T F=(-F-P).F=_F>_P.F=_F>

Il en découle sina = F/T soit a = 0,46 rad (c’est-a-dire o = 267).

11.14a) Ona R=T4+T +F La composante horizontale de R vaut

Ro=R-el=T e +T e+ F-e2 = (T —T)cosé.
e N S ' ’
—T cos@ T’ cos @ ]

>
11.14 b) La composante verticale de R s'éerit

Ry:_R:’t?;:f’e';-l—Tf‘BJ-I—_F:'GE::(TJ-I—T)HH[H—F.
e oV e o

T sinéd T'sin @ —F

(ﬁT’ —T)ecos = 0 soit T =T P
(I'"+T)sin6—F = 0 T = S
2sinf

Sachant que F = 800N et @ = 20°, on obtient T = 1,17 kN.



»
11.15 Le principe fondamental de la dynamique impose m ¢ + F = md. En projetant la relation précédente
suivant la verticale descendante, on obtient mg — F' = ma ce qui donne F' = m(g —a) = 1,6N.

> >
11.16 L’homme subit son poids P = mg¢ et la force de contact dit a ascenseur —F (principe des actions
»
réciproques). Le principe fondamental de la dynamique donne m¢g — F = md. En projetant sur la verticale
. . -2 .
ascendante, on obtient ma = —mg + F, soit F = m(a +¢g) = 80kg x 10,8m s~ = 864 N.

. . > > > dwv

11.17 a) Le principe fondamental de la dvnamique donne P 4+ f, + fi = ma avec @ = — ey (e; est le vecteur
: 1t
C

unitaire orienté suivant le vecteur vitesse; ¢’est le vecteur tangent de la base de Frenet). Si l'on projette la relation
suivant la normale e au support on aboutit &

4 » > » > » (IJL'. » >
P-&n +faen+fi-€n=m— & én,
- S ot P ot dt e -

Pcos(m—a) fn 0 0

ce qui donne f, = —Pcos(m —a) = Pcosa.

11.17 b) En projetant la relation fondamentale de la dynamique suivant la direction tangentielle au support, on

obtient
e SN dv , _,
P-e. A n-etfo-eo=m— e e
— —_— dt e~ =
Pcos(m/2—a) 0 —ft 1
) N dv .
clest-a-dire f; = —mo + Psin a.
v

» » 3 . .
11.18 a) Le principe fondamental appliqué au bloc By donne 2m ¢ + B+ 711 = 2ma7. En projetant cette relation
suivant le sens du mouvement, on obtient :

»
11.18 b) Le principe fondamental appliqué au bloc Bz donne m g +T% = mas. En projetant cette relation suivant
le sens du mouvement, on obtient :

» » » » > » - T2
mg -ey,+T2 ey =maz- e, soit az=g— —.
N—— N = N~ m
g —T> az
11.18 ¢} On a les relations :
a I t a T
== € 0o =g— —.
YT om a=4 m

Multiplions la premiére relation par 2m. et la deuxiéme par m., puis additionnons les. On trouve
2may +mas =T1 +mg — Ts.

Comme a1 = az et T1 = Ty, on obtient 3ma; = mg soit a1 = a2 = g/3.






