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1 Espaces probabilisés finis

Définition. L’ensemble Q2 des issues (ou aléas) d’une expérience aléatoire est appelé univers.
Une partie A € P(2) s’appelle un événement.
On munit Dunivers Q0 d’une application P : P(Q2) — [0,1] appelée loi de probabilité qui associe a tout
événement sa fréquence de réalisation et vérifie :
— La loi est unitaire : P(2) = 1.
— La loi est additive : Pour tout A, B € P(Q2) disjoints, P(AU B) =P(A) +P(B).
On dit que le couple (2, P) est un espace probabilisé fini.

Proposition 1.1. Tout univers fini Q) peut étre muni de l’équiprobabilité définie par :

~ Card (A)

Pour tout événement A € P(Q2),P(A) = Card ()
r

(1)
Définition. On dispose des transcriptions des notions ensemblistes dans le vocabulaire probabiliste.
L’ensemble vide () s’appelle I’événement impossible.

Les singletons {w} s’appellent des événements élémentaires.

Le complémentaire A s’appelle 'événement contraire.

L’intersection AN B s’appelle I’événement ’A et B’.

L’union AU B s’appelle [’événement A ou B’.

On dit que A et B sont incompatibles si AN B =10 (i.e. si ils sont disjoints).

On dit que Aq, ..., A, forment un systéme complet d’événements incompatibles si ils forment une par-
tition de 2.

® Pour tout évenement A € P(£2), A et A forment un systéme complet d’événements incompatibles.

Proposition 1.2. On dispose des formules :
a) (Croissance) Si A C B alors P(A) < P(B).

b) Pour A€ P(Q),P(A) =1-P(A).
c) Pour A,B € P(Q),P(AUB) =P(A) +P(B) —P(AN B).

Proposition 1.3. Dans un espace probabilisé fini, toute loi de probabilité P est entiérement déterminée
par sa restriction auxr événements élémentaires. La donnée de p : Q@ — [0,1],w — P{w} sous 'unique
condition d’étre unitaire ) .o P{w} = 1 permet de construire P via :

Pour tout événement A € P(Q),P(A) = Z P{w}. (2)
weA

Définition. Pour modéliser une succession de n épreuves de Bernoulli indépendantes de probabilité
d’un Succés p € [0,1], on peut définir Q = {0,1}". Un aléa w = (b1, ...,by,) traduit la succession par
br = 1 ssi la k-ieme expérience est un succés. On peut définir :

P{(b1,....,bn)} = p"(1 — p)" % avec k = Z b; le nombre total de succés de l’aléa. (3)
=1



2 Probabilités conditionnelles

2.1 Les formules des probabilités conditionnelles

Définition. Soit A, B € P(Q2) deux événements tel que P(B) # 0.
On définit la probabilité de A sachant B et on note :

P(AN B)

P(4) = P(AIB) =~ (4)

Proposition 2.1. Pour un événement B tel que P(B) # 0, lapplication :
Pp:P(Q) = [0,1], A — Pp(A) est une loi de probabilité sur SQ.

Proposition 2.2 (Formule des probabilités composées). Pour deux événements Bi,Bs € P(Q) de
probabilités non nulles, on a :

P(Bl N BQ) = P(BI)PBl (Bg) (5)

Pour n événements By, ..., B, € P() de probabilités non nulles, on a :

P(B1N...N By) = P(B1)Pp, (B2)Pp,nB, (B3).- Pin..nB._1 (Bn) = W1 P, _, B, (Br)- (6)

Proposition 2.3 (Formule des probabilités totales). Soient Ay, ..., A, un systéme complet d’événements
incompatibles de probabilités non nulles. Pour tout événement B € P(Q2), on a :

P(B) =) P(A)Pa,(B). (7)
k=1

Proposition 2.4 (Formules de Bayes). Pour deux évenements A et B de probabilités non nulles :

P(A)P4(B)
Pp(A) = —————=.
Pour Ay, ..., A, un systéme complet d’événements incompatibles de probabilités non nulles. Pour tout
évenement B € P(Q2), on a :
P(A;)P4, (B
P — — FADPA (D) o)

T P(A)Pa, (B)

2.2 Indépendances des évenements

Définition. Soient A et B deux événements.

On dit que A et B sont indépendants si P(AN B) = P(A)P(B).

Soient Aq, ..., A, une famille d’événements. On dit qu’ils sont mutuellement indépendants si pour
toutes sous-familles A;,, ..., A; , on a : P ((F_; Ai) = [1h_, P(A;,)-

Proposition 2.5. Si A et B sont indépendants alors P4(B) = P(B) et Pp(A) =P(A).
® Si A et B sont indépendants alors les évenements contraires sont également indépendants

Proposition 2.6. Si Ay, ..., A, sont une famille d’événements mutuellement indépendants alors ils sont
deuzx o deux indépendants.

® La réciproque est fausse. Par exemple, pour le lancé de deux dés équilibrés Dy et Ds. Les évene-
ments suivants sont deux a deux indépendants mais pas mutuellement indépendant :

A = {D; est pair}, B = {Ds est pair} et C = {D; + D2 est impair}.

Ona:P(A) = P(B) =P(C) =1/2, (AN B) = P(ANC) = P(BNC) = 1/4 mais (AN BN C) = 0.



