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le samedi 16 Septembre 2023 - durée 3h

Exercice 1 : Déterminer si les assertions suivantes sont Vraies ou Fausses et le démontrer.

a) ∀x ∈ R,∃y ∈ R, y > x2.

b) ∃y ∈ R,∀x ∈ R, y > x2.

c) ∀x ∈ R, x2 − x ≥ 0 ⇒ x ≥ 1.

d) ∀n ∈ N, n2 − 2n ≤ 0 ⇒ n ≤ 5.

Exercice 2 : Résoudre les équations et inéquations suivantes sur R :

a)
√
10x− 1−

√
7x+ 1 = 1.

b) |x2 − 3x+ 2|+ |x− 1|+ |x− 2| = 1.

c) x− 4 <
√
8x+ 1.

d) 1
2x+1 + 2

x+2 < 1.

Exercice 3 : Soit n ∈ N∗. Calculer les sommes suivantes :

a)
∑n

k=0 2
n−k3n+k52k.

b)
∑n

k=0

(
n
k

)
3k62n−k7n−2k.

c)
∑n

k=1 k(k − 1)(k − 2) .

d)
∑

1≤i≤j≤n

i
j .

Exercice 4 : Résoudre les système suivants :

a)


2x+ y − z = 4

x− y + z = −1

x− 2y − z = 0

b)


x− 2y + z = 1

2x− 3y − z = 3

3x− 4y − 3z = 4

c)


x(y + z) = 2

2x+ y + z = 4

3x+ y − z = 1

Problème I : Soit n ∈ N. On définit (Fn)n≥0 par F0 = 0, F1 = 1 et la relation Fn+2 = Fn+1+Fn.

1. On note φ ∈ R∗
+ la racine positive du polynôme X2 −X − 1 et ψ la racine négative.

Montrer qu’elles vérifient φ+ ψ = 1, φ− ψ =
√
5 et φψ = −1.

2. Montrer que Fn =
√
5
5 (φn − ψn).

3. Montrer que
∑n

k=0 Fk = Fn+2 − 1.

4. Montrer que F2n+1 = F 2
n+1 + F 2

n et F2n+2 = F 2
n+2 − F 2

n .

Problème II : Les trois questions sont indépendantes.

1. On considère des entiers tels que 0 ≤ i ≤ j ≤ n.

(a) Montrer que
(
n
j

)(
j
i

)
=

(
n
i

)(
n−i
n−j

)
.

(b) En déduire la valeur de
∑

0≤i≤j≤n

(
n
j

)(
j
i

)
.

2. Soit n ∈ N.
(a) Montrer que n!n = (n+ 1)!− n! et n

(n+1)! =
1
n! −

1
(n+1)! .

(b) En déduire la valeur de
∑n

k=0 k!k et
∑n

k=0
k

(k+1)! .

3. Soit n ∈ N∗. On note Hn =
∑n

k=1
1
k .

(a) Montrer que
∑n

k=1(Hk + 1) = (n+ 1)Hn.

(b) Calculer
∑n

k=1 kHk en fonction de n et Hn.
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