Devoir Surveillé de Mathématiques n° 1 - Corrigé

Exercice 1: a) L’assertion est Vraie.

b)

c)

4)

Soit z € R. On pose y = 22 + 1 € R. On a bien y > z2.

L’assertion est Fausse. Sa négation est Vy € R, 3z € R,y < 2.
Soit y € R. On pose = \/|y| € R. On a 2% = |y| > y.

L’assertion est Fausse. Sa négation est 3z € R,z —z > 0 et = < 1.
On pose z = 0. Il vérifie 2> —z =0>0et = < 1.

L’assertion est Vraie. On montre la contraposée n > 5 = n? — 2n > 0.
Soit n € N. On suppose que n > 5. On a n? — 2n = n(n —2) > 0.

Exercice 2 : a) On raisonne par Analyse-Synthese.

b)

Analyse : Soit = € R tel que v10x — 1 — 7z + 1 = 1.
Onallz—1=1+V7z+1)?=14+2VTx +1+7z+ 1.

Puis 2v7x + 1 = 3z — 3 donne 4(7z + 1) = 9(x — 1)® = 9(2* — 22 + 1).

Ainsi 92 — 462 + 5 = 0. Les racines sont 5 et 1/9.

Synthese : Pour x =5, on a V49 — V36 = 1.

Pour  =1/9, on a 1/1/9 —+/16/9 = —1/3 # 1.

Conclusion : 5 est 'unique solution.

Soit # € R. On a 2 — 32 +2 = (v — 1)(z — 2) permettant d’en déduire son signe.
lercas: x <1:

L’équation s'écrit 2 =32 4+2—(x —1) —(z —2) =1 2> - 52+ 6 =0 < = € {1,6}.
Donc 1 est la seule solution de ce cas.

2emecas: 1<z <2:

L’équation s'écrit —(22 =3z +2)+(z—1)—(z—2) =1 2> -3x+2=0<z € {1,2}.
Donc 1 et 2 sont les solutions de ce cas.

3emecas:x > 2:
L’équation s'écrit 2? — 3z +2+ (z - 1)+ (z—-2) =12’ —2-2=0&x € {2,-1}.
Donc 2 est la seule solution de ce cas.

Conclusion : Les solutions de 1’équation sont 1 et 2.
Soit x €] —1/8, +00].
lercas:x <4:
Dans ce cas, z — 4 < 0 < v/8z + 1 et 'inéquation est toujours vraie.
2eme cas:x >4 :
Alors 0<z—-4<V8x+1e (z—4)2 <8+ 12?162+ 15<0 < x €]1,15].
Conclusion : L’ensemble des solutions est | — 1/8, 15[.
1 2 22 — 2
T 241 z+2 T e+ D(z+2)
On étudie le signe de f. Le numérateur change de signe en 1 et —1. Le dénominateur en
—1/2 et —2. On en déduit (avec un tableau de signes) :

f(z) > 0ssixz €] — o0, —2[U] —1,—-1/2[U]1, +00].

Soit € R. On pose f(z) =1



Exercice 3 :

b)

c)

k=1
r—y+z =-1
Exercice 4: a) (2x+y—2 =4
r—2y—z =0
r—y+z =-1
-~ 3y—32 =6 Lo+ Ly—2I,4
—y—QZ =1 L3%L3—L1
r—y+z =-1
Sy—=z =2 Lg(—L2/3
-3z =3 L3FL3+L2
<:>(£U,y,Z) = (1717_1)

L’unique solution du systeéme est (1,1,

b)

a) Soit n € N.
On a Z2n—k3n+k52k}
k=0
— 37L Z<3.52)k2n—k
k=0 ) )
_gn 75t ont
- 75 — 2
= (75" 2,
Soit n € N.

On a i (n) 3k62n—k7n—2k
= Z ( )3’f (6 x 73" ker7n

(3 + 204)"6" 7"
(1782 "
== )

Soit n € N.

On a zn:k(k - 1)(k-2)
k=1

n

= (k® = 3k* + 2k)

T—2y+=z =1
=3
=4

20 — 3y — 2
3r — 4y — 3z

L1<—>L2

1)

3

=3 i i +2Z/~:

_n (n4—|—12 4 (n+1)6(2n+1) N
n(n+1)

~—

n(?z +Dnn+1)—2(2n + 1) + 4]
n(n+1)(n? — 3n4+ 2)

N 4
nn+1)(n—1)(n —2)

1 .
d) Soit n € N.

Onazz_

1<i<j<n’

r—2y+z =1
Sy —3z =1
2y — 62 =1

Lo+ Ly —21,4
L3 — L3 —3L1

r—2y+z =1
Sy —3z =1 .
0 =—-1 L3+ L3—2Ly
Le systeme n’admet pas de solution.
¢) On note u = 2z et v =y + 2. On résout le
=4

sous-systeme somme-produit %

u+v
Ainsi {u, v} sont les racines de X? —4X +4 =
(X =22 ieu=0v=2.
w(y+z) =2
22 +y+2z2 =4
3z+y—2 =1

Donc



2x =2 La solution du systeme somme-différence en

Syt z =2 (y,2) est (0,2).
3r+y—z =1 Le systeme de ’énoncé admet une unique so-
lution (1,0, 2).
x =1
Sy+z =2
y—z =-2
1 5 1—-+5
Probleme I: 1. Les racines de X2 — X — 1 sont ¢ = +2\f >0ety = 2\f < 0.
On sait que le produit est ¢ = —1 et que la somme est ¢ + 1 = 1 avec le coefficient du

polynome.

Donc¢p = — =1—¢.
2

2. On démontre le résultat par récurrence double sur n € N.

)
Pour n = 0, Fozozg(l—l).
Pourn =1, Fj =1= ?(w_m car ¢ — b = /5.
) 5
Soit n € N tel que F,, = g (" —Y™) et Fryq = % (" — T,

OnaFnJrQ =P+ Fo
(" — 9" + " — ") par HR
(" (1 +p) =" (1 + 1))
n, 2 n,;2 ;. 2
(" p* —™p?) car ¢ et ¢ vérifient 2° =1+ z
(SOnJrQ _ ,(/}n-‘rQ).

3. On démontre le résultat par récurrence simple sur n € N.
Pourn=0,ona Fp=0=1-1=F, — 1.

[
S

n
Soit n € N tel que ZFk =Fhi0— 1.
k=0
n+1 n

Ona» Fi=>» Fi+Fup
k=0

= k=0
= Fyy2 — 1+ F,11 par HR
= F,,+3 — 1 par définition de la suite.

4. Soit n € N.
1
Ona F? = 5((,0” —9™)? d’apreés la question 2.
1 n n n
= 2 (@™ = 2(pp)" + ")

5
1 2
= 5(<p2" +*") — (=)™ car pp = —1.



1 2
Donc F 2 + F2 5(S02n+2 + ¢2n+2 + ()02n + an) _ g[(71)n+1 + (71)n]

_ 1“0211-"-1 <Q0+;> _’_,(/1277,-‘1-1 <w+1>]+0

> v
G -
cargp—kézvarphi—w:\/getL/H_%:w_(p:_\/g.
De méme F-, , — F = é(@2n+4 G i gany %[(_1)n+2 (=17
éW"“(s& - %) + R (p? - %)]
= %[@2"“\/5 — *" V] = Fanyoa.

caw*(pifw — ¢ =(p—9Y)(p+¥) = V5.

€ : a) Ona [ A n ! = n!
proveme 1 1. @) 0w () () = 5 = g
n\(n—-i\  nl (n—1)! B n!
= (3) (. . ) = e T e TG

-()G5)

(1 +2)" = 3" d’apres la formule du bindéme de Newton.
2. (a) Onan+1)!—nl=nln+1-1] =nln.
1 1 (m+)-1_ n

t JEE—— g = .
n! (n+1)! (n+1)! (n+1)!
(b) On peut effectuer des télescopages des sommes :

En effet Zk!k = Z(k+ D —kl=(n+1)! -1

1
Et S [ —
]; k+1 Zk' k+1 (n+1)!




n+ 1)H, —n.

Donc Z(Hk +1)=(n+1)H,.
k=1

De méme Z kH;p

i
= Z k{

1<i<k<n
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