DM1 - Corrigé

Exercice 1: a) Ona A= (i—3)%2—4.2.(3i —1) =8 — 6i + 8 — 24i = 16 — 30i.

On recherche § = a + ib tel que 6% = A.

a’>—bv =16 a> =25
IIs vérifient { 2ab = 30=<4b? =9 .Doncd=5-3ioud=—5+3i.
a’+b =34 ab = —15

(3—1i)+ (5—3i)

Les solutions sont donc =2—1

(3 —1i) — (5 —3i) 11
t =—=+i-.
e 1 2+z2
Le discriminant de 22 +3z +3 —i est A =9 —4(3 —i) = —3 + 4i.

On recherche § = a + ib tel que 6% = A.

a? - =-3 a? =1
Ils vérifient { 2ab =4 (b =4.Doncd=1+2ioud=—1—2i
a?+v> =5 ab =2
—3+14+2¢
Les solutions sont donc % =—-1+1
—3-1-2i¢
et72:—2—i.

2
On reconnait la formule du binéme de Newton :
25— 520 41023 — 1022+ 52— 1 = —4 — 44
s (-1 = \/556—3i7r/4
&2 —1=12we 3/ pour w € Us
& 2= 1422 F/5=3/10) phour k e [0, 4].
Donc 'ensemble des solutions est :
{1 V26 BIT/20 1 4 \[951m/20 | | \/9p13im/20 | |\ /9,21im/20 1 | \/56291'”/20}.

Soit z € C\ {i,—i}. On a :
(1+4i2)*(1—1i) = (1 —iz2)*(1 +1)

. 4 .
<:>(1+ZZ> —1+Z:eiﬂ—/2

1—iz) 1—i
1+72 )

—l—z'z — eim/8y, pour w € Uy
1—1z

& 14iz = ™/BHET20(1 — iz) pour k € [0, 3]
1— €i7r/8+ik7r/2

Z1 + eim/8+ikm/2
—2isin (6/2) e?/2
@z:i< isin(0/2)e

&z = pour k € [0, 3]

2 cos (6/2) ¢i0/2 a l’aide de I’arc moitié avec 0 = 7/8 + km /2.
cos et

& z =tan (7/16 + kn/4) pour k € [0, 3]
Donc les solutions sont {tan(7/16), tan(57/16), tan(97/16), tan(137/16)}.



Exercice 2 : Soient 21,29 € C.

a) Ona: |z + 2> = (21 + 22)(21 + 22) = |21]* + 2Re(21%2) + | 22|
Et de méme |z — ,22\2 = (21— 22)(21 — 22) = \21]2 — 2Re(2z1%2) + ]z2|2.
Donc |21 + 22|® + |21 — 202 = 2(|21* + |22/?).

b) On a 2|z1| = |(z1 + 22) + (21 — 22)| < |21 + 22| + |21 — 22| par L.T.
Et 2|29 = (21 + 22) + (22 — 21)| < |21 + 22| + |21 — 22 par LT.
Donc 2|z1| 4 2|z2| < 2|21 + 22| + 2|21 — 22| en additionnant les inéquations.
Puis |z1| + |22] < |21 + 22| + |21 — 22]-

c) Le cas d’égalité est réalisé lorsque les deux inégalités triangulaires du b) sont
des égalités. Ainsi :
21| + |22] = |21 + 22| + |21 — 22
ssi (21 + 22 et 21 — 29 colinéaires de méme sens)

et (z1 + 22 et 29 — 21 colinéaires de méme sens)

ssi 21 + 29 et z1 — 29 sont colinéaires de méme sens et de sens contraire
ssi I'un des vecteurs z1 + 29 ou z1 — 29 est nul

SSi 21 = 29 ou 21 = —29.
d) On a <|(ZI;Z2) +ul + |7(Z1 ;22) —u|>2
_ <21+zz>+u‘2+2 (1t o |(at+z) P
2 4 2
=2 < (21;_22) 2+ ]u|2> +2 (21222)2 — z129| d’apres a) et 229 = u?

2 2
— 1]21 + 2| + 2|u?| + 1 }zf + 22120 4 25 — 42’12’2‘

1
= 5 (|Zl + 22|2 + 4|2122| + |Zl — 22|2)
= (21> + 2|z1][ 22| + |22|?) d’apres a)
= (Jz1] + |22])”.

.. 21+ %2
Ainsi || + |22] = |M

2

(21 + 22)

5 — ul.

+ u| + |



