DS n°2 - Corrigé

Exercice 1: a) Soit z € R. On a cos(z + 7/3) —sin(2z — 7/2) =0

& cos(xz + 7/3) = sin(2x — 7w/2) = cos(m — 2z) car sin(f) = cos(w/2 — 6)
S+ 7n/3=7—2z27] ou x + /3 = 2x — 7[27]

< 3z = 27/3[27] ou x = 4w /3[27]

<z =27n/9[27/3] ou x = 4xw/3[27].

Donc I'ensemble des solutions est {27/9; 87 /9; 147w /9; 4w /3} + 27 Z.

On a 1 —i = +/2e7/* donc cos(2x) — sin(2z) = /2 cos(2z + 7/4).
Ainsi cos(2x) — sin(2z) =1

< V2co8(2x+7/4) =1

& cos(2z + m/4) = V/2/2

< 2z +7/4 = w/427] ou 22 + /4 = —7/4[27]

< x =0[r] ou x = —7/4[x].

Donc I’ensemble des solutions est {0; ;37 /4; 7w /4} + 27 Z.

On reconnait un polynéme du 2nd degré en tanx.

Le discriminant de X2 — %X —lest A=12/9+4=16/3 = (4\/3/3)2.

Donc les racines sont w =3 et M = —\/3/3.

Puis on résout tanz = /3 < x = 7/3[n] et tanx = —/3/3 & & = —7/6[n].
Donc I’ensemble des solutions est {7/3;4m/3;57/6;117/6} 4+ 27Z.

Exercice 2: a) Le discriminant du polynéme du 2nd degré est

A = (1+2i)2 -4 x 3(1 +1i) = —15 — 8i. On recherche § = a + ib tel que §2 = A.
a?—-v* =-15
Il vérifie le systeme < 2ab =-8 On obtient § = 1 — 44.

a?+bv> =225+64=17

Puis les solutions sont ({F20+0=40) _ ;o (420-(1—4) _ 3i.

Donc lensemble des solutions est {1 —4;3i}.

Soit z € C. On reconnait la formule du bindme de Newton :(z+1)% = 244423 +622+42+1.
Ainsi 22 4+ 423 4+622+424+17=0

& (z+1)1+16=0

& (z+1)* = -16 = 16¢™™

& JweUyz+1=w2e™/*

& 3k € [0,3], 2z = 2eim/AH2km/4

Donc I'ensemble des solutions est {2e77/4 — 1;2e317/4 — 1;2¢57/4 — 1;2¢77/4 — 1},

Soit z € C —{1;—1}.

Ona (22+1)*=(22-1)*

& (22+1>4 =1car 22 #1.

22—-1

®HWEU4,§EE =w
& JwelUy,22+1=w(z?-1)
& JwelUs—{1},22 =2 carw # 1 (22 + 1 = 22 — 1 est absurde).

2= = 0w=—-1) ouz? =H = 2w =1i) ou z? = =} = "2 (w = —i)



S z=00uz € {43/ ou 2 € {4 e/}
Donc I’ensemble des solutions est {0; e/ ein/4, gdin /4, 6_3“/4}.
d) Soit z € C. On note w = exp(z).
On résout 'équation du 2nd degré 2w? + (3 —iv/3)w + (1 — i/3) = 0.
Le discriminant A = (3 — z\/§)2 —4x2(1- z\/g) = —2 + 2i/3 = 4e2i7/3,
Donc § = 2¢™/% = 1 + i\/3 convient.

fo o — —(3=iVB)+(14+iV3) _ —1+iV3
Puis w = 555 = o

Donc e* = _1%“/5 = e¥"/3 o 2 € {2in/3} + 2T
oue* =—1=¢" & 2 e€ {in} + 2inZ
Donc lensemble des solutions est {2in/3;in} + 2inZ.

—(3=iv3)—(14+iv3) _ 1.

2X2

ou w =

Probleme I: 1. Soit z € C.

Onar(z)=e™?(z—(1+i)+(1+i)=i(z—1—4)+14+i=iz+2.
Et ho(2) =2(2 — (=14 2i)) + (=14 2i) =22+ 1 — 2i.

2. La réciproque de R; est la rotation d’angle —m/2 de méme centre i.e. Rp. Ainsi ro(2) =
—i(z = (1+1))+ (1 +¢) = —iz + 2i vérifie bien r1(r2(2)) = 2.
La réciproque de H; est I’homothétie de rapport 1/2 de méme centre i.e. Hy. Donc
ha(z) = 5(z — (=14 20)) + (=1 + 2i) = 32 — 5 + i vérifie bien hy(he(2)) = 2.

3. Par le calcul, on trouve f(z) = ri(hi(re(2))) = 2z+i et g(z) = hy(r1(ha(z))) = iz+3—3i.

4. Soit z € C. On recherche les points fixes.
Ona: f(z)=z2&22+i=282=—i.
Et:g(z)=z2iz+3-3i=z2z&2=33=3
Donc f est associée & 'homothétie de rapport 2 et de centre C(0, —1).
Et g est associée a la rotation d’angle 7/2 et de centre D(3,0).

Probléeme IT: 1. (a) On raisonne par absurde en supposant u = 0. On en déduit que U = u3 =

0 est solution de (R). Puis que 0% + ¢ x 0 — % = 01i.e. p? = 0 donc p = 0. Absurde
car ’énoncé suppose p non nul.

(b) On a u?v® =u3 (g—f)g = _2’;3.

Or on sait que U et V sont les racines de X2 + ¢X — %. Donc on a également

Uv = ;—If. On en déduit que u3v® = UV avec u® = U # 0. Donc v3 = V.

(¢) Onau®+v® =U+V = —q la somme des racines de X2 + ¢X — 12’—37’

2. (a) On test le candidat z; = u + v dans I'équation (E). On a (u+v)3 + p(u +v) +q =
u? + 3u?v + 3uv? + p(u+v) + ¢ = (u® + v3) + 3uv(u+v) + p(u +v) + ¢
=—q—plu+v)+plu+v)+qg=0caru®+v3=—qet 3uv = —p.

(b) Deux méthodes : on peut tester directement z et z3 et on utilise la relation 53 = 1.
On peut adapter le résultat précédent : On note u’ = ju. Il vérifie (/) = U donc ce
qui précede s’applique avec v’ = £ = 3;—5 = j%v. Ainsi d’apres 2.a. ju+j%v = v/ +0’
est racine de (E).

De méme avec u” = j?u on trouve v” = jv et donc j?u + jv est solution de (F).

3. (a) L’équation (R) est 22+ Z — % = 72+ 7 +1=0. Donc les racines sont U = j =
exp(2im/3) et V = j2.



Puis u = exp(2i7/9) est une racine cubique de U i.e. vérifie u3 = U.

Enfin v = 32 = exp(—2i7/9).

Les trois solutions complexes sont z; = u + v = exp(2in/9) + exp(—2in/9) =
2cos(27/9),

29 = ju+ j%v = exp(2i(n/3 + m/9)) + exp(2i(—7/3 — 7/9)) = 2 cos(87/9)

et 23 = j%u + jv = exp(2i(—m/3 + 7/9)) + exp(2i(7/3 — 7/9)) = 2 cos(47/9).

En particulier, les trois solutions sont réelles.

4. On traite dans cette question le cas p=¢q = —1.

(a)

L’équation (R) est Z%2 — Z — % = 7%—Z+ 3= = 0. Le discriminant de I’équation

—1_ 4 _ 23
est A=1 5 = 57

. 1++/23/27 1—+4/23/27
Donc les racines sont U = % et V= f/

3/1+44/23/27

2

Enfin v = {/ L2227 23/27

2

Puis v = est une racine cubique de U.

car on vérifie que uv = & = —p/3.
1+4/23/27 1—/23/27
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Deux méthodes pour démontrer que c’est la seule. On peut calculer zo et z3 et
montrer qu’ils ne sont pas réelles i.e. Im(z) = —Im(z3) # 0.

La solution réelle est z1 = u +v =

On peut également étudier la fonction f: R — R,z + 22 — 2 — 1. Elle est dérivable
— 2.2 ot — 1V3

et f’(gf)[_ 3z \; 1. ?le change (i?varlatlon en £4/1/3 = £%°.
3 3v/3 3 2v/3

Or f(35%) =57 — %5 —1=—-= -1<0,

R T e
lim_, f = —o0 et limy f = 4o0.

Donc d’apres le théoreme des valeurs intermédiaires, f s’annule sur R une unique

fois (entre ? et +00).



