DS3 - Corrigé

Exercice 1 : a) On décompose en éléments simple la fraction rationnelle.

La division euclidienne est X® = (X? —4X +5)(X +4) + (11X — 20).
Alnsi t? b =20
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En identifiant les numérateur on obtient A = 11 et —2A4 + B = —20 donc B = 2.
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On réalise le changement de variables 1 .
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On réalise la décomposition = .
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A+B =0
On trouve le systéme { B+ C =1 donnant A=—-1/2,B=C =1/2.
A+C =0
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DODC/O mdu
= [(~1/2)Infu + 1] + (1/4) In [u® + 1] + (1/2)Arctan (u)],
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Exercice 2 : Serit y' (t) = t) — .
xercice a) On écrit y'(t) o 1y( ) o
e . : t2+1
C’est une équation différentielle d’ordre 1 & coefficient non constant a(t) = 21 de
¢
classe C* sur R — {—1,1} avec second membre b(t) = 7752671 de classe C*° sur R —
{-1,1}.
On se place sur I =] — 1, 1] l'intervalle qui contient la condition initiale.
Onaa(t)=1+——— =14 — !
n = —_— _
aa 21 SR
Donc A(t) =t+lnjt—1|—Injt+1|=t+1n 7 J_rt est une primitive de a(t) sur I.
1-t¢
Puis yg (t) = Ae® = \¢! T Powr AeR.
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t) = K(t)e
?JP() ()€1+t

Avec laméthode de Lagrange, on recherche 1t 1_+ _9
p(t) =K'(t)e'—— + K(t)e' —— + K(t)e'
p 1+t 1+t (1+1)72
Donc e’ = (1 — t2)yp(t) + (1 + t3)yp(t)
1—t 1-t)(1+1t)—2 1—-t
= (1—-t})K'(t)e' 1 - K (t)e' L+ ) K (t)e!
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= (1 —t)?°K'(t)e' +0.
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D K'(t)= ———=puis K(t) = — = ——.
one K(t) = 32 puis K(O) = =9 = 7
A o
insi t) = .
insi yp(t) = 1
1—t t
11 recherche & trouver A € R pour que y(t):)\etm—klit vérifie y(0) = 1.

Ainsi A\ +1= 1tdonc A=0.

Donc y(t) = est la solution du probleme de Cauchy sur I.

e
1+¢
b) On résout y”(t) + 3y’ (t) + 2y(t) = sin(t). C’est une EDL2 & coefficients constants avec
second membre sin(t) = Im(e).
Le polynome caractéristique est X2 +3X +2 = (X +1)(X 42). On introduit les solutions
homogenes génératrices yi(t) = e~ et ya(t) = e 2.




yp(t) = ae’

On recherche une solution de la forme { yp(t) = iae’ .
yp(t) = —ae"
On a e = (—a + 3ia + 2a) ™.
D (1+3) =1 pui 1 1-3¢
onc a i) =1 puis a = = :
P 1+3i 10
Donc y(t) = A\je ™" + dge 2 +Im ( IO ! (cost + isint))
= )\16_t+)\2€_2t — Ecost—i— Esgint 1
Puis 3/ (t) = —A\je™ " — 2X0e 2t + m sint 4+ T t.
3
A+ Ay — — =0
Donc les conditions y(0) = y'(0) = 0 donne 10 1
A=t — =0
10
On résout ce systéme en A} = 1/2 et Ay = —1/5.
1 1 3 1
Donc y(t) = §€7t - ge*% ~ 105t + 35 sin ¢

Probleme I: 1. Soit n € Z. On a cos(nm) = (—1)".
Si n est pair alors f(nm) = Arccos (0) = g
Si n est impair alors f(nm) = Arccos (1) = 0.
2. La fonction z — cosz est continue sur R & valeurs dans [—1, 1].
La fonction y — /(1 — y)/2 est continue sur [—1,1] & valeurs dans [0, 1].

La fonction z — Arccos (z) est continue sur [0, 1].
Donc la composée est bien continue sur R.

Soit z € R.
1-— 2
On a f(x 4 27) = Arccos ( COS(;W>

71—
= Arccos (\ / ;osx) car cos(z + 2m) = cos(x)

= f(z). Donc f est 2m-périodique.

Puis f(—z) = Arccos ( 1—cc;s(—a:)>

= Arccos <\ / 120S$> car cos(—z) = cos(x)

= f(x). Donc f est paire.

3. La fonction y — /(1 — y)/2 est continue mais pas dérivable en y = 1.
On obtient z = 7[27] avec y = cosx.
La fonction z — Arccos (z) est continue mais pas dérivable en z = 1.

Donc on obtient y = —1 en résolvant z = /(1 — y)/2. Puis = = 0[27].
Ainsi la fonction f est dérivable (et de classe C*°) sur R — #Z =0, n[+7Z.



sinx 1 -1

X X
2 2y/(1 — cosx)/2 \/1_(W)2

Pour z €]0, w[+7Z, on a f'(z) =

_ —sinw
21— coszy/1 + cosx
_ —sinz
2v1 —cos?x
= ﬂ -> attention Vsin? # = |sinz| dépend du signe.
2| sin z|
—1
4. Sur le domaine |0, [, on a f'(z) = — car |sinz| = sinx > 0.

Donc on obtient f(x) = _733 + C en intégrant.

La continuité de f en 0 donne C = f(0) = g d’apres le a).

Sur le domaine | — 7, 0[, on peut utiliser la parité de f.
. T x 7 |-z
A O — = —_ —_— — — = — —
insi pour 0 < x < 7, f(—x) = f(z) 5 3= 3 5
|z|

T

Donc f(z) = 5~ 5 pour tout x € [—m, 7).

5. La périodicité de la fonction permet de faire la tracé car nous connaissons l'allure sur
[—7, 7] une période fondamentale.

1.6 1

1.4+

1.2+

1.04

0.8

0.6

0.4

0.01

T T T T T T
-10 =5 0 5 10 15

Probléme IT: 1. La fonction est non nulle donc il existe a € R tel que f(a) # 0. Puisen z = a
et y =0 on obtient : f(a) = 2f(a)f(0) d’ou 1 = 2f(0). Ainsi f(0) = 1/2.

2. On suppose par 'absurde qu’il existe b € R tel que f(b) = 0 alors pour z = b et y = —b,
on obtient f(0) = 2f(b)f(—b) =0 ce qui est absurde. Donc f ne s’annule pas sur R.

3. Soit t € R et # € R — {¢} au voisinage épointé de ¢.

On calcul la limite du taux d’accroissement :w
_ S+ (=t) - )

T —1
= ol _tt) 1 d’apres 1’équation fonctionnelle

x —



- 2f(t)w car £(0) =1/2

—et 2f(£)f'(0) car f est dérivable en 0.
Donc f est dérivable en t et f'(t) = 2f(t)f'(0) = 2wf(t).

"(t) = 2wyt
. Ainsi f est solution du probléeme de Cauchy vt wyt)
y(0) =1/2
Les solutions de 4 = 2wy sont de la forme y(z) = Ae**
2wz
Puis f(0) =1/2 donne f(z) = 5
Reste a faire la faire la synthese. Pour z,y € R,
62w(m+y) 2wz 2wy
ona f(z+y) = —7— =2——— =2f(@)f(y).

Toutes ces fonctions vérifient I’équation fonctionnelle & résoudre.



