Devoir Surveillé de Mathématiques n° 4
le samedi 16 décembre 2023 - durée 3h

Exercice 1 : Etudier les suites suivantes et déterminer leurs limites éventuelles :

n  |3%v2 — .24 3 —
a) Un =) g L In : b) Unt1 = Uy + 15 ¢) Wnt2 = Wnt1 — Wn
vo =% wo=1et wy =3
. ‘s . n—1 (=1)*
Exercice 2 : On considere la suite S, = >, _; -1

Soit n € N. On note u,, = S, et v, = Son11.
a) Montrer que Up4+1 — Up = Wl(?nm et Un4+1 — Unp = m
b) Montrer que (uy) et (v,) converge vers une limite commune [ € [0, 1].

¢) En déduire que la suite (S,,) converge.

Probléme I : On recherche les fonctions f : R — R C? sur R telle que Vz € R, f(z) = f(2?).
Soit 79 € Ry. On considere la suite récurrente x, 1 = 2.
1. Montrer que f est une fonction paire.
2. Montrer que la suite (f(zn))n>0 est constante.
3. On suppose xg € [0, 1] dans cette question.
(a) Montrer que =, —4o0 0.
(b) En déduire que f est constante sur | — 1, 1].

4. On suppose désormais que zg > 1.
Montrer que x, — 4o +00.
Pourquoi cela n’est pas suffisant pour conclure 7

5. On construit la suite (yn)n>0 Par yo = xo > 1 et Yni1 = /Yn.
(a) Montrer que (f(yn))n>0 est constante.
(b) Montrer que y, — 400 1.
(c) En déduire que f est constante sur |1, +oo].
6. Montrer que f(0) = f(1) et en déduire que f est constante sur R.
Probléeme II : On recherche & étudier la fonction f(z) = wzln(z) définie sur Dy = R% \ {1}.

71
1. (a) Montrer que lim;_,q % =1.

En déduire que f se prolonge par continuité en 1.
La fonction f se prolonge-t-elle par continuité en 0.

Montrer que f est dérivable sur Dy et calculer f'(x).

7 u+1
En déduire les variations de f.

Montrer que f réalise une bijection de [0,1] & valeurs dans [0, 3].

)
)
)
)
b) Montrer que pour tout u > 1, 471 < %ln(u).
)
)
) Calculer lim, o f et tracer l'allure de la courbe de f.
)

Montrer que f n’admet pas de point fixe dans [1, +00].
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