Exercice 1 :

Exercice 2 :

Mathématiques - DS n°4

a) Smt 0<k<ndes entlers On a l’encadrement 3kV2 -1 < |3FV2] < 3V2.
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Or — 0 car n << 3". Ainsi par théoréeme d’encadrement u,, — 5\/5
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On pose f(x) = z* + 6" La fonction f est croissante sur R..

On résout f(l) =1 ssi ZQflJrli6 =0ssil=1/4o0ul=3/4.

On note I =|1/4,3/4[. On a f(I) =|f(1/4), f(3/4)[= I est un intervalle stable.

On a vy € I donc pour tout n € N,v,, € I.

On calcul vy, 41 — vy, = V2 — vy, +3/16 = (v, — 1/4)(v, — 3/4) < 0 car v, € I est entre
les deux racines. Donc la suite (v,,) est décroissante.

D’apres le théoreme de la limite monotone elle tend vers une limite finie [ vérifiant
1/4 <1 <w, <vy <3/4. Donc | = 1/4 est la limite de la suite autonome.

C’est une suite récurrente linéaire d’ordre 2. ' _
L’équation caractéristique est ¢ — g + 1 = (g — e™/3)(q — e7*™/3).
Donc il existe A1, A2 € R tel que w,, = 1™ (A1 cos(nw/3) + Ag sin(nw/3)).

V3 o1

Les conditions initiales donne A\; =1 et )\1§ + )\27 =3

Donc w,, = cos(nm/3) est une suite qui diverge sans limite.
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b) La question a) montre que (u,) est croissante et (v, ) est décroissante.
(71)271 1

n+1  2n+1
Donc les suites sont adjacentes et convergent vers [.

De plus ug =0<1<wvy=1.Doul € [0,1].
¢) On a démontrer les deux sous-suites (Sa2,,) et (S2p+1) admettent une limite commune.
Donc la suite (S,,) admet une unique valeur d’adhérence et elle converge vers .

Probleme I: 1. Soit 2 € R. On a f(—xz) = f((—x)?) = f(2®) = f(z). Donc f est paire.
2. On a f(zn41) = f(22) = f(z,). Donc la suite est constante.

n

— 0.

Puis Vp — Up = S2n+1 — Sgn =

3. (a) Sizo =0 alors la suite x,, = 0 est constante et tend vers 0.
Si zg > 0 alors par récurrence immédiate, Vn € N, x,, > 0.
On pose u, = In(x,). Elle vérifie u, 1 = In(z2) = 21In(x,) = 2u,.
Donc u,, = 2"ug = 2" In(zy) — —oo car Inzy < 0.
Ainsi z,, = exp(u,) — 0.
(b) On a f(x,) = f(xo) = f(zo) car constante.
Et f(z,) — f(0) car la fonction est continue en 0.
Par unicité de la limite, on en déduit que f(xg) = f(0) = A une constante.
Or on a également f(—xq) = f(xg) = f(0) car la fonction est paire.
Donc pour tout « €] — 1, 1], f(z) = A est constante.
4. On peut également démontrer par récurrence que Vn € N, z,, > 1.
Puis que u, = In(z,) = 2" In(z¢) — +o00. Donc x,, = exp(u,) — +0o0.
Pour conclure, il faudrait savoir que f admet une limite finie I € R en +o0o. Afin de
démontrer que f(zo) = est constant. Ceci n’est pas une hypothese de I’énoncé.

5. (a) Par récurrence immédiate, on a ¥n € N, y, > 1. Ceci justifie la bonne définition de
la racine carrée (et donc de la suite).

On a f(yns1) = F(VIm) = (V") = f(yn). Done (f(yn)) est une suite constante.
(b) On a Ynt1 — Yn = VUn — Yn = VUn(l — Vyn) < 0 car y,, > 1. Donc la suite (y,)
est décroissante et minorée par 1. D’apres le théoreme de la limite monotone elle
converge vers [ > 1 une limite finie. Puis [ = vI ssi l € {0,1}. Donc I = 1 et y, — 1.
(¢) On en déduit que f(y,) = f(xzo) = f(z0) et f(yn) = f(1).
Par unicité de la limite f(z¢) = f(1) = B est donc constante sur | — 1, 400].
6. Siz e [0,1] alors f(x) = A —,,1- A.
Si x €]1,2] alors f(z) = B —,_,1+ B.
Or f est continue en 1 par hypotheése. Donc A = lim f = f(1) = 1ir+nf = B.
1- 1
Ainsi comme A = f(0) et B = f(1). On a démontré que f(0) = f(1).
Puis f est constante sur R} donc par parité elle est constante sur R.
La synthese est immédiate :
Toutes les fonctions constantes sont continues et vérifie f(z?) = f(z).
In(t)  In(t) —In(1)
t—1 t—1
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(b) Onaf(x):(Ifl)(x+1):x+1x71_>§'

Probléme IT: 1. (a) On a —i1 In'(1) = 1.
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Donc f se prolonge par continuité en 1 en posant f(1) = 5



zlnzx

(c) Onaf(z):ﬁ

Donc f se prolonge par continuité en 0 en posant f(0) = 0.

~y—0 —xIn(z) =, 0 par croissance comparée.

2. (a) La fonction f est dérivable (et méme C°°) par opération sur Dy. Pour € Dy, on
(Inz+x/z)(z® —1) —22°Inz (2?2 —1)— (2 +1)Inz
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(b) On pose g(u) = 5 Inu— Z+ T La fonction est C* sur R et
, 1 (u+1l)—(u—1) (u+1)?—4u (u—1)2
gu)=—— = = > 0.
2u (u41)2 2u(u+1)2 2u(u+1)2

Donc g est croissante sur R} et g(1) = 0. Donc Vu > 1, g(u) > g(1) = 0.
On a également Vu < 1, g(u) < g(1) = 0.
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Y e+ 1 ¢ —1
(¢) On écrit f'(z) = @172 (a:2+1 1n:E>.
21 -1 1
En posant u = z2, on alnu2: 2Inz. Donc ;7_’_1 —Inz = Z+1 — §lnu.
1
Pour tout @ € Dy, on a ﬁ > 0.

2?2 -1

o —Inz = —g(u) <0.
. . . 22 -1

Et si # < 1 de méme, on obtient ——— —Inz = —g(u) > 0.

¢+ 1

Et si > 1 alors u = 22 > 1, donc

Ainsi f est strictement croissante sur ]0, 1] et strictement décroissante sur |1, 4+o0].

3. (a) La fonction f est strictement croissante et continue sur [0, 1] d’aprés les questions
précédentes.
Puis f([0,1]) = [f(0), f(1)] = [0,1/2]. Le théoréme de la bijection continue permet
donc de conclure.
zlnz xlnz Inz

Il y a donc une asymptote horizontale en +o0o d’équation y = 0.
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(¢) On introduit g(z) = f(z) — z. La fonction g est décroissante sur [1,4+o0[ car ¢'(z) =
f'(z)—1< —1.Puis g(1) = f(1) =1 = (1/2) — 1 = —(1/2) < 0. Donc pour tout
x> 1,g(x) < g(1) < 0 ne s’annule pas.

Ainsi la fonction f n’admet pas de point fixe dans [1, 4o0].



