DS n°5 - Corrigé

Exercice 1: 1. (Méthode du Polynéme annulateur)

(a) Un calcul matriciel donne J? = (g § %) =3J.

La relation de I’énoncé s’écrit J = 54 — 2I3 et permet d’obtenir (54 — 2I3)? =

3(5A — 2I3). On en déduit 254% — 354 + 1013 = 0.
Donc P(X) = 5X?% — 7X + 2 est un polynéme annulateur.

(b) On réalise la division euclidienne de X™ par P(X), on obtient formellement :
X" =Qn(X)P(X)+ R,(X) avec Rp(X) = anX + Bn.

1" =ay + Bn

Les racines de P sont 1 et 2/5. On en déduit le systeéme : n
{(2/5) — (2/5)an + B

o —ema-epy
Bn =—(2/3)+(5/3)(2/5)"
1/ 142(2/5)" 1-(2/5)" 1-1(2/5)"
Puis A" = a, A+ Bpls = = ( 1—(2/5)™ 1+2(2/5)™ 1—(2/5)" )
3\ 1-(2/5)" 1-(2/5)" 1+2(2/5)"
2. (Méthode du Binéme de Newton)
(a) On a J? = 3J donc on montre par récurrence que pour tout k > 1, J*¥ = 3k=1J.
Initialisation : k =1 J' = 3°J.
Hérédité : Soit k& > 1 tel que Jk =317,
Ona: JH =3k=177 =3k1(3)) = 3kJ.

(b) On peut donc appliquer la formule du bindéme sur 2I3 et J qui commutent pour

obtenir : N .
n n
A" =5 n_ g-n n—k 7k _ gr—non —n n—kqk—1 )
5 (2L )" =5 (k> (23)" IR =52 g5y (k>2 351
k=0 k=1
Ainsi a, =57 "2" = (;)
et b, =5" En: gnkghk—1 —5=n3=1((2 4 3)" —2") = Lo (2 '
" 3 5 '
k=1
1 1
3. La relation 5A% — 7A 4 2I3 = 0 s’écrit I = 5(7A —5A4%) = 5(71“3 —5A)A
1 1 -1-1
. . -1 _ o N -
Donc A est inversible et A™" = 5 (713 — 5A) 5 ( Ll )

Plusieurs méthodes possibles pour calculer A™".
— Inverser la matrice A™ a I’aide du pivot de Gauss-Jordan.
— Vérifier que A™" obtenu en remplacant n par —n est I'inverse de A".
— Calculer les puissances de A~! avec le polynéme annulateur X?P(1/X) = 2X? —
7X +5.
— Calculer les puissances de A1 =
14+2(5/2)" 1-(5/2)" 1—1(5/2)">

1
On obtient : A™ = — ( 1-(5/2)" 1+2(5/2)" 1-(5/2)"
3\ 1-(5/2)" 1-(5/2)" 1+2(5/2)"

1
—(5Iy — J) avec la formule du binéme de Newton.



Exercice 2 : (Méthode de diagonalisation)

1.

2.
3.

0 -1 1
Par la méthode du pivot on trouve : P~ = (—1 10 )

Par le calcul, on trouve P~1AP = (é % §).
La matrice diagonale D est inversible car sa diagonale est non nulle.

2 —44
Donc A== pp~lp~l = 1 (—1 1 4 )
6 \—-1-710

. On trouve par récurrence pou n > 0 que A" = PD"P~ 1.

Puisona A™" = (A")"' = p(D")"'P~! = pD P~ L.
Or pour n € Z, D" = ((1)291 8 )
00 3"

3" 3"-1 1-3"
On en déduit que pour n € Z, A" = PD"P~! = ( 3n—27 374271 1-3" |,
37L_2"L 3’?’L+2’7l_2 2_37Z

Probleme I: 1. Etude au voisinage de 0.

(a) Soit z > 0.

1 2 1
D’une part —— — (1 —z) = ° >0doncl—z< .
1+ 1+ 5 14+
1
D’autre part (1 — 2 + 2?) — = >0donc 1 +z+a%> .
1+2 142 1+

b b
(b) On utilise la croissance de l'intégrale : si f < g alors / < / g.
a a

1 x
Onax—fx“?:/(l—t)dt,
2 0

o1
In(1 = —dt
n(l+ x) Tt
1 1 ¥
etx—f;vQ—l—fx?’:/ (1 —t+t?)dt.
2" T3 )

Alinsi en intégrant sur [0, z] I'inégalité précédente, on obtient bien :
1 1 1

Vo >0, — 53:2 <ln(l1+z)<z-— §x2+§m3
(c) Par opérations f est de classe C*° pour = # 0 et © > —1 donc en particulier sur RY .
_In(1+2)—In(1)
- (1+a2) -1
limite de taux d’accroissement. Donc f(0) = 1 permet de prolonger la fonction par
continuité en 0.

On détermine la limite en 0 : f(z) —20 In'(1) = 1 comme

(d) Pour & >0, on a f) = 1(0) — In(l+z)—z
’ z—0 72 ‘
Au numérateur, on reconnait 'encadrement du 1.(b)

—22/2 <In(1+2) —z < —2%/2 4+ 2°/3.

. -1 flx)—f0O) -1 =
(0] déduit — <L
neneu1que2_ 7-0 _2+3
— f(0 -1
Donc lorsque x tend vers 0, on obtient par encadrement que M — 250 -
T —
-1
C’est & dire f est dérivable en 0 et f/(0) = -



2. Variation et convexité de f.

(a) On a vu que f est de classe C*° donc en particulier deux fois dérivable. Puis :

o 1 ~ In(1+2)
@) = x(r +1) x2
poy 241 1 In(1+ x)
Filw) = (x2+2)%2 (14 2)a? + a3
3 +2 In(1+ z)
o x2(z+1)2 a3
s o) = 1@
Puis f'(z) = pu P .
1
= m[l — f(x) —xf(z)]
1 (@1
S x+1 ( T g ))
b0 1 (<1(0) = £(0)

=1/2—-1=-1/2= f(0).
Donc f’ est bien continue en 0.
1

b) O ") = ——— (z— 1) In(1 .
(b) Ona f(x) = s (o= (@ 4+ D (1 + )
On note g(z) =z — (x + 1) In(1 + x) le numérateur de classe C* sur R.
Onag'(z)=1-1-In(1+2)=—In(l+2) <0 et g(0) =0.
Donc ¢ est strictement décroissante et Vo > 0,g(z) < g(0) = 0 est strictement
négative.
Ainsi f' < 0 puis f est strictement décroissante.

1 3z% + 2z
" o
32?42
Le numérateur g(z) = 2In(z + 1) — ﬁ est dérivable sur R...
2 6x + 2 3z +2 2
Onag'(z) = R e s T_>o.

41 (z+1)2 “(z+1)3  (z+1)3
Donc g est une fonction croissante et g(0) = 0. Ainsi Vo > 0, g(x) > 0 puis f”(z) > 0.
On en déduit que f est convexe sur R.
3. (a) Pour n =0, 0naap=1et P,(z) =0 conviennent.
Soit n € N tel que la formule est acquise. En la dérivant une fois, on obtient :

/
(x + 1)nan (x + 1)ntlgn (x + 1)nan+l
1 In(1 + z)
o (z+ L)zntl (n+Dan ="
z(z+1)P)(z) —nx —n(xz+ 1) (z+1)" ) In(1+ z)
- (.T + 1>n+1xn+l Gn (.T + 1>n+1xn+1 - (’IL + )CLn LI?”+2



(b)

()

(d)

Donc P, y1(z) = z(z +1)P)(x) — n(2z + 1) P,(x) + a,(z + 1)" est un polyndome qui

convient. Et a,1 = —(n + 1)a, est le coefficient qui convient.
Dans ’hérédité, on a déja établit que ant1 = —(n + 1)a,.

On conjecture de a,, = (—1)"n! et on le démontre par récurrence.

1)““) _ (=DkR!

On dispose de la formule - )

La formule de Leibniz donne

£ () = En: (Z) (In(1 + 2)® <i>(”k)

()£ 0) 52

Sl S ml (DR — 1) (= 1) E (n — )
Tl + ; kl(n — k)! (1+ )k gn—k+1

= 1n(1—|—x)(

_ (_1)nn!1n(1 +x) B i (=1)"n! 1

Z.n+1 Pt k (1 + I)kl‘n*kJFl .

En identifiant les formules de la question 3.(a) et 3.(c). On obtient :

n

Po(z) = —a"(z+1)" )

k=1

=—(-1)"n! )
k=1

(—1)n! 1
E o (14 z)kgn-k+l

(33 + 1)n—k$k—1

T =

1
Pour n =2, on obtient Pa(z) = =2((z + 1) + 51‘) =—(3z+2).

Cohérent avec la question 2.(a).

4. Etude de la suite récurrente autonome wu, 1 = f(u,) et ug = 0.

(a)

f est définie sur R, . Il faut donc démontrer que ¥n € N, u,, > 0. On peut par exemple
montrer que I = Ry est un intervalle stable. En effet f(I) =] Em £, f(0)]=]o,1] c I

car f est décroissante et continue.

La suite n’est pas monotone car si t, < tp41 alors w11 = f(un) > f(Unt1) = Unpo
car f décroissante.

Ainsi (u,) croissante ssi (u,) décroissante. Donc le seul cas possible serait (u,)
constante or up = 0 et u; = 1.

On a f convexe. Donc [’ est croissante. Ainsi f'(x) € [f’(O),llmf’[: [—1/2,0].
Donc f’ est bornée et sup | f'| = 1/2. D’apres I'Inégalité des accroissement finis f est
(1/2)-lipschitzienne.

On note g(x) = f(x) — x. La fonction est continue sur [0,1] avec g(0) =1—0 >0

et g(1) = In(2) — 1 < 0. D’apres le TVI, il existe donc au moins un point fixe de
1 €]0,1[ i.e. g(I) = 0.



Soit l1,l2 € Ry deux points fixes de f. On a |la — 1| = | f(l2) — f(I1)| < %|l2 —1y| car
f est (1/2)-contractante. Ainsi |lo —I1| = 0 donc I3 = Iz et le point fixe est unique.
(d) On démontre par récurrence sur n € N que |u, — | < (1/2)".
Initialisation : n =0 On a |ug — | =1 < 1 = (1/2)°
Hérédité : Soit n € N tel que |u, — 1] < (1/2)™.
Donc hunir — 1| = 1)~ FOI < Sl ~1] < 5(1/2)" = (12"
Conclusion : (1/2)" — 0 donc par encadrement |u, — | — 0 i.e. u, — .
Probléme II : (d’apres CCINP TSI 2023)

2 -1 1
1. (a) La matrice A= | 0 1 1| donne la relation X, 11 = AX,,.
-1 1 1

(b) On démontre par récurrence sur n € N que X,, = A" X,.
Initialisation : n = 0, A°X, = I3X, = X).
Hérédité : Soit n € N tel que X,, = A" Xo.
Ona X, =AX, = AA" Xy = ALY,
2. (a) On calcul B? = B. Donc B est idempotente et ¥n > 1, B" = B.

1 -1 1
(b)) OnaN=A-I;—B=|1 -1 1
0 0 0

(c) On calcul N2 =0 donc N est nilpotente et ¥n > 2, N™ = 0.

(d) On calcul BN =0 et NB =0 donc B et N commutent.
On en déduit que AB = (I3 + B+ N)B =B+ B?> = B(I3 + B+ N) = BA ainsi A
et B commutent.

3. (a) On applique la formule du binéme de Newton sur I3 et N qui commutent.

n . 1 _
Ona(13+N):Z(Z)Nk:]3+nN:( w1 e w00 1)'
k=0

On peut tester le candidat C' = I3 — N (formule avec n = —1). On a (Is + N)C =
(I3 + N)(Is — N) = I? — N? = I5. Donc I3 + N est inversible.

(b) On applique la formule du binéme de Newton sur Is + N et B qui commutent.

An = En: <Z> (I + )"+ B*

k=0

= I3+ N)" + ; (k> (Is + (n — k)N)B

n
:k—&—nN—FZ(Z)B car NB=0
k=1

= I3 +nN + (2" — 1)B.



14+n —n n
Donc A"=|14+n—-2" —n+2" n

1—2 2" —1 1
Comme & la question précédente A~ = I3 — N + (—1/2)B est le candidat inverse
lorsque n = —1.

1 14+n
(¢) On a Xy = (8). Donc A" Xy = (1-|1rn53">.

On en déduit que u1 +n,v, =1+n—2" et w, =1—2".

(d) On obtient u, — +00,v, ~ —2" — —o0 et w, — —o0.



