DS n° 6-corrigé

Probleme I : Partie I : Etude de la fonction réciproque de la tangente hyperbolique

1.

La fonction est dérivable sur R car ch (z) > 0.

h?(z) —sh? 1
De plus th'(z) = ch”(z) 5 sh(z) =—5—>0.
ch*(x) ch*(x)
Donc th est strictement croissante et continue sur R.
D’apres le théoreme de la bijection, elle réalise une bijection de R vers th(R).

x —T X

e et —e”

On ath(z) = —— ~; — =1. Et th(z) = ~_
na (x) er + e~ 7 + eT ($) er + e~ %

Ainsi I = th(R) =] — 1, 1].

La fonction th est de classe C* sur R et th’ ne s’annule pas sur R.

Donc sa bijection réciproque Argth est C sur I.

T

e’ —e

1 1 1
Soit € R et y = th(z) € I. On a Argth’(y) = = = .
oit x ety (x) n a Argth’(y) th'(z) 1 th(z) 1-—g?
2008 op2 2
En effet, on a th'(z) = w =1- shQ(x) =1—th®(z).
ch*(x) ch*(x)

en la décomposant en éléments

On peut calculer la primitive la fraction rationnelle T 5

1 1 (1/2)  (1/2)

imples. O — — - .
S A T T T -y + 1) y+1 y-1

1 1 1. (1+y
Donc Argth(y) 21n|y—|—1\ 2ln|y |+C 21n(1y>+0
Puis en y = 0, on obtient C' = 0 car th(0) = 0 donne Argth(0) = 0.

1 1
On a Argth(z) = 3 In (1 i_ z)

1 1
—§ln(1+m)—§ln(l—x)

=250 %(JC—$2/2+$3/3—x4/4+x5/5—|—0(x5))—%(—x—a:2/2—3:3/3—x4/4—x5/5+0(x5))
=20 +23/3+ 2% /5 + o(2P).

Partie IT : Etude d’une équation différentielle

1
La forme normalisée de (E) est y' + §y = ————. C’est une équation différentielle
x (1 — 22)
— 1
linéaire d’ordre 1 & coefficient a(x) = — et second membre b(z) = ——— . Ils sont
x x(1 — x2)
C* sur )0, 1].
1
On a A(z) = —3In(x) est une primitive de a(x). Donc yp(z) = exp(A(z)) = — est la
x
solution homogene génératrice.
K
On recherche une solution particuliere y,(z) = (;s ) a aide de la méthode de Lagrange.
x
K'(x) K(x) . 1 yp(z) K'(x)
On a y,(z) = e 3?. On obtient P27 Yy, () + B 1 Donc



10.

11.

12.

13.
14.

1
K'(x) = 15872 = 71+172 avec une division euclidienne. Puis K (z) = —x+ Argth(z)
-z -z
o —1  Argth(z)
et ainsi y,(z) = g + —5

A — x + Argth(z)
3

Donc les solutions sont de la forme y(z) = Ayp(z) + yp(z) =
reR
Partie III : Etude d’une équation fonctionnelle

pour

21
1+
& (I=00ul*=1)<1¢€{0,1,—1}. Donc les solutions constantes sont 0,1 et —1.
24w

R

On suppose que f(z) = [ est constante. Donc | = & (l=0o0ul+1*=2)

On suppose f solution de (F). Alors —f est dérivable en 0 et —f(2x)

i.e. —f est solution.

La fonction th est dérivable en 0. )
2th r _ ,—x T —x
De plus, on calcul (2m) —9¢ ¢ (e 2+ ) 5
1+ th*(x) e’ +e T (T e )2 4 (e —e?)
(62 € Z(e te )621 + 2 + 6721621 -9 + 672m
2(e** — e 27)
= ——= =th(22).
2(62974*6721) ( JJ)
Donc th est solution de (F).

2
On note ¢(y) = H—in de sorte que f(2z) = o(f(z)).
Y
On démontre que g(y) € [~1,1]. En effet (y* +1) —2|y| = (Jy| — 1)? > 0.
. 2y|
Done 2[y| <1+ ie. =
onc 2ly| <14y ie. [p(y)| 114 S

Ainsi f(z) = p(f(@/2)) € [-1,1].

. Zo . . P . . -
La suite on — 0 comme suite géométrique. Puis f est continue en 0 car dérivable. Donc

Up = f (5”0) — f(0) = 1.

on
) ) Zo N
On a QW = o Donc on a u, = f(2z) = o(f(z)) = ¢(upy1) avec z = oni1- Ainsi
2u, 2u?
Uy = # En particulier u,u,41 = # > 0. Donc u,, et u,4+; sont de méme
1+u2 L+ g

signe. Donc la suite est de signe constant. D’apres la question précédente sa limite est 1.
Donc la suite est positive.

_ 2 u? g —1
Puis wp4+1 — Up = Up41 (1 — HU%ﬂ) = un+1ﬁ <0.
En effet u,1 = f(z) € [-1,1] donc u},, — 1 < 0. Ainsi la suite est décroissante.
On sait que la suite est décroissante et tend vers 1 donc u, > 1. Or u, = f(z) <1
d’apres la question 9. Donc u,, = 1 par anti-symétrie.
On en déduit que ug = f(zg) = 1. Donc la fonction f est constante égale a 1.
On suppose désormais que f(0) = —1. Alors —f est aussi solution et vérifie —f(0) = 1.
On en déduit que — f est constante égale a 1. Puis f est constante égale a —1.



15. Si f(z) = 1 alors en considérant la suite z, = 2%, on aurait f(z,) = 1 d’apres les

arguments précédents et f(z,) — f(0) = 0 par continuité de f. Ceci donne 0 = 1

Absurde.
On obtient le méme argument pour f(z) = —1 car 1 et —1 sont des points fixes de .
16. La fonction f est dérivable en 0 et Argth est dérivable en f(0) = 0. Donc comme
2
composée g est dérivable en 0. De plus f(z) = th(g(x)) vérifie f(22) = 1+ff(f))2 =
x

2th(g(x))

1+ th*(g())
th(2¢(z)) donc g(2x) = 2g(z) par injectivité.

= th(2¢g(z)) d’apres la question 8. Ainsi on a établit que th(g(2z))

—g(0
17. On introduit h(z) = 9(x) pour z # 0. On a h(z) = Lg() — ¢'(0) car g est
x Tz —
dérivable en 0. Donc h se prolonge par continuité en posant h(0) = ¢'(0).

18. On a h(2z) = h(z) d’apres la question 16. Soit zy € R*. On pose z, = ;—2. On a
hxpt1) = h(zn) = h(zg) est constante. Et x,, — 0 donc h(z,) — h(0) = ¢'(0) par
continuité. Donc h(xg) = ¢’(0) = a est constant.

On en déduit que g(x) = ax.

19. Dans ce cas, on trouve donc f(z) = th(g(z)) = th(az) pour a € R. Ce sont toutes les

solutions avec les solutions constantes trouvées précédemment.

1
Probleme IT: 1. Pour z > 0, on peut écrire f(z) = exp ( ln(m)).
x

Les fonctions sont bien C*° sur R et on a :
) = x/x— 12 In(x) exp (111(3:)) _1- In(x) Sl
T T

i
2. .0n a lim In(z)

r—oo0 I
e’ = 1. Ainsi il existe une asymptote horizontale d’équation y = 1.

3. On a lim In(z)
x—0 €T

0 en posant f(0) = 0.
4. On trouve li(r)n f' = 400 donc la fonction f n’est pas dérivable en 0.

= 0 donc en passant & I'exponentielle (continue) on trouve Em /=
o0

= —oo donc lién f =limexp = 0. Donc f se prolonge par continuité en
— 00

1
5. On étudie le signe de f il dépend que du signe de (1 — In(z)) car —21‘1/‘” > 0 pour
x

2 > 0. Donc la fonction est strictement croissante sur [0, e] et strictement décroissante
sur [e,+oo[. De plus f est continue sur [0, e] donc d’apres le théoréme de la bijection :

f:[0,e] = [£(0), f(e)] est bijective. On a [£(0), f(e)] = [0, e'/*].

Inl
6. On recherche les points fixes I > 0. On a f(I) =1 < Y < [ =1. On a également

l
f(0) = 0. Donc il y a deux points fixes 0 et 1.
La fonction est croissante sur [0,1] donc f(]0,1[) =]0, 1] est un intervalle stable. Par
récurrence immédiate, Vn € N, u,, €]0,1].

In(u, In(up
Soit n € N. On a In(up4+1) — In(uy,) = niu ) _ In(u,) = niu )(1 — uy,) < 0 car
In(u,) < 0. Donc In(up41) < In(u,) puis un+1n< Uy, DPAr croissance de I'exponentielle.




Par le théoréme de limite monotone, u,, — € [0,1/2[ un point fixe. Donc u,, — 0.

1
7. Pour n € N. On a 1 €]0,1]. Or f réalise une bijection de [0,1] vers [0, 1]. Donc il
n
existe un unique antécédent v,, € [0, 1].
11 pourrait exister d’autre(s) antécédent(s) dans |1, +oo].

1
Mais si  €]1, €] alors f(z) > f(1) = 1 par croissance. Donc f(x) # 1
n
Six € [e, o0l alors f(z) > Emf = 1 par décroissance. Donc f(x) # 1
00 n

Il y a donc unicité dans R .

8. On sait que 1/(n + 1) € f([0,€]). Donc v, = f~1(1/(n+ 1)) = f~1(0) car f~' est
continue en 0. Puis f~1(0) = 0 car f(0) = 0 d’apres la question 3.

Probléeme ITI : 1. On injecte dans I’équation y; et on obtient r2e”® = e 11 faut > = 1 puis
r = 1 est I'unique solution réel.

2. On a yy(t) = K(t)e! est un produit, donc y® (t) = K& (t)et + 3K" (t)e! + 3K (t)e! +
K (t)et d’apres la formule de Leibniz. On trouve donc bien K® (t)+3K" (t)+3K'(t) = 0.

3. K’ est solution de 'EDL d’ordre 2 homogene : 3" + 3y’ + 3y = 0. Le polynoéme ca-
ractéristique est X2 + 3X + 3 = (X + 3/2)2 + (v/3/2)2. Donc les solutions homo-
genes génératrices sur R sont K (t) = e 32 cos(V3t/2) et ya(t) = e >/2sin(v/3t/2)
et K'(t) = AK;(t) + BKs(t) avec A, B € R.

4. A partir de K'(t) = AK;(t) + BK»(t) reste a primitiver en K(t) = Aky(t) + Bka(t) + C.
Or une primitive de K;(t) = e~*/2 cos(v/3t/2) est de la forme :
k1(t) = e 32 (ay cos(V/3t/2) + by sin(V/3t/2)).

De méme une primitive de K(t) = e~3"/2sin(v/3t/2) est de la forme :

ko (t) = 732 (ag cos(v/3t/2) + by sin(V/3t/2)).

Donc yp,(t) = K(t)e' = (Aay+Baa)ya(t)+ (Aby + Bba)ys(t) +Cy1 (t) est bien une écriture
de toute solution homogene.

5. Onay(t) =e' =01 +t+1t2/2+o(t?).

Onays(t) = e™"/% cos(V3t/2) =m0 (1-1/2+(t/2)*/240(t?)) (1 - (V3t/2)* /2+0(t*)) =
1—t/2—t2/44 o(t?) .

On a ys(t) = e~/ sin(V3t/2) =10 (1 —t/2+ o(t))(V3t/2+ o(t?)) = V3t/2 —V/3t% /4 +
o(t?).

Donc par combinaison linéaire, on obtient :

Yn(t) = (A1 + A2) + (A1 — Aa/2 + V3BA3/2)t + (A1 — Aa/2 — VBA3/2)t2/2 + o(t?).

6. On recherche sous la forme y,(t) = C cos(t) + D sin(t) donc yz()?’) (t) = C'sin(t) — D cos(t).
On obtient dans I’équation C = D + 1 pour les sin(t) et —D = C pour les cos(t). Ainsi
C=1/2et D=—1/2.

7. On a y,(t) = cos(t)/2 —sin(t)/2 = 1/2 — t/2 — t* /4 + o(t?).

8. On a y(t) = y(0) + ¥ (0)t + 4" (0)t?/2 + o(t?) = 1 + 3t + 2t* + o(t?).

9. On a y(t) = yn(t) +yp(t) d’apres le principe de superposition. Puis yp(t) = y(t) —yp(t) =
1/247/2t 4 5/4t* + o(t*) correspond & I'expression de la question 5) par unicité du DL.
On obtient le systeme linéaire :



AL+ A2 =1/2 1 1 0 1/2
A — A2/24+V3X3/2 =7/2 on résout (1 -1/2  V3/2 7/2)
A= A2/2—V3BXA3/2 =9/2 1 -1/2 —V3/2|5/2

On obtient A\; = 17/6, Ay = —7/3 et A3 = —V/3/3.



