DMG6 - Corrigé

Exercice 1 : 1) a. On peut écrire 222 + 2y% + 22 + 222 + 2yz = (z + y + 2)? + (z — y)°.

Ainsi AR:{<§) € R3 tel que (v +y + 2)2 + (x — y)? = 0}
:{(é) eER3telquez +y+2=x—y=0}

() oz em v (1))

Donc Ag est bien un R-espace vectoriel.

b. Bg = {f : R — R tel que Vz € R, f(2?) = f(z) — f(2 — )} est bien un R-ev.
Non vide : La fonction nulle fo : x + 0 vérifie Vo € R, fo(2?) = fo(x) — fo(2 — z).
Stable par C.L. : Soit f1, fo € Br et A € R. On note f = f1 + A fa.

Pour z € R, f(2?) = fi(a?) + Ma(2®) = [fi(2) — f1(2— 2)] + Al fa(z) — f2(2 — )]
= fi(z) + Mfa(z) — [f1(2 —2) + Af2(2 — 2)] = f(z) — f(2 — z). Donc f € Bg.

c. Ona {(Z) € C? tel que 71 + 20 = 0}

_ { z1+iy1

eotim ) € C? tel que 71 — iy; = T2 + iy}

= {(fi*_‘gi) € C? pour z1,y; € R}
= Vectr {(1), (%)} est bien un R-ev.

a. Ac = {(x,y,2) € C3 tel que (z +y + 2)? + (z — y)? = 0} n’est pas un C-espace
vectoriel. '
En effet, u; = (16 ) €Accar (i+1—i)2+i2=0

ot up = (511) € Agcar (1— 1422+ (1+1)2=0.
Mais pas leur somme u; +ug = (E:lz) ¢ Ac car vérifie (1+2i)2+(2+14)? = 8i # 0.
b. Les mémes arguments montre que Bc = {f : R — C tel que Vz € R, f(2?) =
f(z) — f(2 —x)} est bien un C-ev.
Non vide : La fonction nulle fy : z +— 0 vérifie Vo € R, fo(z?) = fo(x) — fo(2 — z).
Stable par C.L. : Soit fi, fo € Bc et A € C. On note f = fi + \fa.
Pour z € R, f(a?) = fi(2?) + A\ f2(2?) = [f1(z) = f1(2 = 2)] + A fo(@) — f2(2 - 2))]
= fi(z) + Mfa(z) = [f1(2—2) + Af2(2 — 2)] = f(z) — f(2 —z). Donc f € Bc.
c. L’ensemble C¢ = {(Z) € C? tel que 1 +22 = 0}. n’est pas compatible au produit
par i € C. Par exemple, u = (1) € C¢ mais iu = (¢) ¢ Cc. Donc ce n’est pas un
C-ev.

Exercice 2: 1) On montre que F' est non-vide et stable par combinaison linéaire.

La fonction nulle gy est bien de classe C! et vérifie fol go = 9o(0) = g4(1) = 0 i.e.
go € F.
Soient g1,g2 € F et A € R alors pour f = g1 + A\ge, on a :

1 1 1
Jo F=1Jo91+A[f; 92=0, f(0) = g1(0) + Ag2(0) = 0 et f'(1) = g1 (1) + Agi(1) = 0.
Donc f € F.

Puis G est un ss-R-ev en tant qu’espace engendré.

2) Soit f € FNG. On a f =afy+bfi + cfs avec a,b,c € R car f € G.
Puis f(t) = a+ bt + ct> avec f € F. Donc 0 = f(0) = a, 0 = f/(1) = b+ 2c et
0= fol f=a+ g + 5. Ce systeme homogene a trois équations et trois inconnues admet
pour unique solution a = b = ¢ = 0. Donc f = 0 est la fonction nulle.
3) Soit f € E. On recherche a,b,c € R tels que f —afy —bfi —cfs € F.
Jif@)—a—bt—c?dt =0 [(at+b+S =['Ff
£(0) —a —0e4a — £(0)
f)y—b—2c =0 b+ 2c = f'(1)
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@a:f(O),b:?)folf—@etc:—% Olf-l-%f'(l).
Ainsi on pose g = f(0)fo + (3];)1]“—@) fi+ (—%f;f—#%f’(l)) foetona f=
(f-9)+geF+G.

Exercice 3 : 1) L’espace ambiant est de dimension 3 donc rg(uy, ug, us, us) < 3. Ainsi le rang
est différent du cardinal (égal & 4). Donc la famille est liée.
1 1 2 1 1 2 1 1 2
2) On calcul rg(ug,ug,ug) =rg |0 1 1) =rg|0 1 1] =1rg|0 1 1 | =3.
2 3 4 0 1 0 0 0 -1
Donc la famille est génératrice.
1 1 0 1 1 2 1 1 2
3) On caleul rg(uy,ug,uqg) =1g |0 1 1) =rg|0 1 1]=rg|0 1 1|=2
2 31 011 0 0 0

Donc la famille est n’est pas génératrice.

4) On a rg(B) = 3 = Card(B) = dimgR?. Donc B est une base de R3.
Puis on recherche ay, by, ¢k € R tels que e, = arpui + brus + cxusz décomposant la base
canonique (e, ez, e3).

1 1 2|1 1 1 2] 1
Pour ¢; = (0) on trouve le systeme {0 1 1|0~ {0 1 1] O
2 3 410 01 0|-2

Donc by = —2,¢1 =2 et a1 = —1 c’est a dire ey = —u1 — 2uy + 2uz = <:22) .
B

-2 1
De méme, on obtient : e; = ( 0 ) et e3 = ( 1 ) .
1 /8B 1/18
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