DS7 - Corrigé

Exercicel: 1. Onau= (é) € Fy ssiu= (%) = zuy. Donc Fy = Vectg(u1).

Onau= (§> € Fy ssiu= <_yy+z). Donc Fy = Vect g {(:1)1> , (?)}

z 1
Donc Fy et Fs sont des R-ev en tant qu’espace engendré.

2. On a déja vu que Fy = Vectg(u1) avec u; # Op i.e. (u1) est une base de Fj.
On a Iy est de dimension 2 d’apres l'expression précédente. De plus ug,us € Fs en
vérifiant la condition 2 + y — z = 0. Donc Fy = Vect g(us, u3) d’apres la caractérisation
des égalités des R-ev. Ainsi (ug, u3) est une base de Fy.

3. On a rgp(uy, ug, us) =rg (% (1) ?) =3 = dimgR?® = Card B.
Donc B est une base par caractérisation des bases.
On en déduit que R? = Vect r(u1,u2, ug) = Vectg(u1) ® Vect g(usg, us) = Fy @ Fs.
C’est & dire I et F» sont supplémentaires dans R®.

4. On note By = (e1, €2, e3) la base canonique.

0 1
On observe que u; — ug = (1) =eg et ug —ug = 8 =e;.

P . 1 1
On en déduit que ey = uy — uz = (_01>B, €r = U] — Uy = (—01>

t e = = (9 o) =(7
e63_u2_€1_(5)3_<—1)3_<%)B'

B
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Exercice2: 1. Onmnote J=|1 1 1]|.OnaF ={aJ+bl3 pour a,b € R} = Vectg(J,I3).
1 1 1

On montre que G est non vide et stable par combinaison linéaire.
En effet, (0) e Gcar 0+0+0=0+0+4+0=0.

!/ / /
T o T3 1’1 2 QJ3

Pour deux matrices A= |y1 y2 wys |, A =|v] vh vs]| €GetAeR
21 2z 23 2y 2y 2%

r1+ Y] 1o+ ATy T3+ A1
La matrice A+ AA" = | y1 +Ay;  y2 +Ays  y3 + Ays | vérifie les 2 conditions :
21+ A2 2o+ A2y 234 Az
(z1 4+ A7) + (Y2 + Mh) + (23 + A2h) = (z1 +yo + 23) + (@] +y5+25) =0
et (o + Azh) + (ys + A\h) + (21 + A2]) = (2 +ys + 21) + Mah +y5 +21) =0
Donc A+ A" € G.
2. On commence par montrer que F NG = {(0)}.
Soit A € FNG. 1l existe a,b € R tel que A = aJ + bl3.
Puis les 2 conditions donnent 3¢ + 3b =3a = 0. Donc a =b=0 et A = (0).
On démontre ensuite que F'+ G = F.
Ty T2 T3
Soit M= |y1 vy2 w3 | € Mg(R)
21 22 23
On recherche a,b € R tel que M = (aJ + bl3) + (M —aJ —bl3) € F +G.
Cette décomposition convient ssi M —aJ — bls € G



i (x1—a—=b)+(y2—a—>b)+(2z3—a—>b) =0
(r2 —a)+ (y3 —a) + (21 — a) =0

1
e =5@t+ys+21)
ssi 1 .
b :§($1+y2+23)—§($2+y3+21)
Donc on dispose bien d’une telle décomposition et la somme est totale.

3. La famille (J, I3) est libre car les vecteurs ne sont pas colinéaires. On en déduit que
dimgF = 2.
Puis dimgG = dimgFE — dimgpF = 9 — 2 = 7 car les espaces sont supplémentaires.

Exercice 3: 1. Soit u € E1 N Es. On a 0 = f(u) — Agu par définition du noyau.
Donc Aju = f(u) = Agu. Puis (A2 — A\1)u = 0 avec Ay — Ay # 0.
Ainsi u = Og. Donc la somme est directe.

2. On a Hy = E1 + E5 = E1 ® E, d’apres la question 1.
Soit u € Hy N Es.
On dispose d’une décomposition de la forme u = u; + us avec u; € Fy et ug € Es.
Or la définition des noyaux donne :
D’une part :f(u) = Azu = Azug + Azug car u € Es.
D’autre part : f(u) = f(ug +u2) = f(ur) + f(uz) = Muy + Aaug car ug € Fy et ug € Es.
Ainsi Agu1 4+ Agus = Auq + Asus € By & Es.
La décomposition étant unique, on en déduit que Azu; = Ajuy et Azus = Aaus.
Puis comme A3 # A; alors u; = Og et de méme A3 # Ay donc us = Op.
Ainsi u = uy +us = Og.
3. On observe que Hy = E + E5 + B3 = Hy + E3.
Donc on a dim(H3) = dim(Hs + E3) = dim(Hs) + dim(E3) car ils sont en somme directe
(question 2.)
Puis dim(Hs) = dim(E) + dim(FE2) car Ey et FE5 sont en somme directe (question 1.)
Ainsi dim(Hs) = dim(E4) + dim(Es) + dim(E3).
k
4. On démontre par récurrence sur k que Hy = @ FE;.
i=1
Initialisation (k = 1) est vrai par définition Hy = Ej.
(k=2) Hy = E1 @ E a été traité a la question 1.
(k=3) H3 = F1 @ E; ® E3 a 6té traité a la question 2.
k
Hérédité On suppose acquis Hy = @ E;.
i=1
On a Hyy1 = Hy + Egq1. 1l suffit d’avoir H N Ex11 = {Og} pour obtenir Hyyq =
k

k+1
Hy ® Epq1 = @Ez ® Egt1 = @Ei-
=1 =1

Soit u € Hy N Egy1. On a f(u = A\gpqu car u € Ejqq.

k k k
Et u= Zul Donc f(u) = Zf(ul) = Z)\ZU}’L
i=1 i=1

i=1



k

Ainsi on obtient Z AUy = = Ak+1 Zuz Z)‘k-‘rlul S @E

1=1

Par définition de la somme directe, la decomposmon est unique donc Aty = Ap41u; puis

k

u; = Og car les scalaires sont distincts. Ainsi u = E u; = 0g.

i=1
P

5. On montre par récurrence immédiate que dimgpH, = g dimg Ey. Or Hy, est un sous-

k=1

P
espace de E. Donc dimH, < dimFE. Ainsi Z dimgp Er < dimgF

Probléme I :

k=1
1. (a) Soit uy = (3i),u2 = (}2) € R? et A€ R. Ona f(ur +Auz) = f (71307
3(z1+Az2)—(y1+Ay2) 3z1—Yy1 3xo—y2
= (z1+Az2)+2(y1+Ay2) = z1+2y1 + A 224202 = f(ul) + )\f(’u,g)
—2(z1+Az2)—(y1+Ay2) —2z1-11 —2x2—y2
3z 4y =0
Soit u = (j) € R%. Onawu € Kerf ssi f(u) = (§) ssi<cz+2y =0ssiz=y=0.
—2z—-—y =0

Donc Kerf = {(9)}.
Onalmf = Vectr (f(§),f (7)) = Vectr ((i) , (_21)) est de dimension 2 car les

vecteurs ne sont pas colinéaires. Sil’on note P = { (%) € R3 tel que 3a +5b+ Tc = 0},
(&

3
on peut démontrer que c’est également un plan vectoriel. Puis ( 12) € P car
—1
334527 =0 et (31) € Pcar -3+ 52—7 = 0. Donc Imf C P et par
caractérisation par la dimension, on obtient Im = P.

Kerf = {0} donc f est injective.
Imf # R3 donc f n’est pas surjective.

T1+AT2
Par le calcul, on trouve g | y1+Xy2 | = ... = (yl) + Ag ( )
z1+Az2
tytre =0 |7 70
Le noyau est déterminé par le systeme rryTE C Ussidy = —z.
r+3y+3z =0 cR
z

D’ou Ker(g) = Vect (7(1)1).

Le noyau montrer que g n’est donc pas surjective.

L’image est Img = Vectg [(1),(3), (%)] = R? par dimension car les deux premiers
vecteurs sont non colinéaires. Donc g est une application surjective.

On sait que Kerg et Imf dont des sous-espaces vectoriels de R? car les applications
sont linéaires. On a les dimensions d’apres les questions précédentes. dimKerg =

dimVect (—(1)1) =1 et dimImf = dimP = 2. Montrons qu’ils sont en somme directe.
Soit u € Kerg N Imf. On a u = A (7(1)1) = ({J\A) car u € Kerg. Puis —5A+7A =0



Probléme II :

()

(d)

car u € Imf = P. Donc A = 0 puis u = <§>' Par caractérisation par la dimension
dimR? = dimKerg + dimImf, on a montré que R® = Kerg & Im .

Par le calcul, on trouve go f () = ((?()iac_j)’l-ggiigzgié(_f;;fi)> = (%‘z ). Ainsi go f =

2idg2 est une homothétie de rapport 2.
a 3(a+b+c)—(a+3b+3c) 2a
Par le calcul, on trouve fog (b) = ( (a+b+c)+2(a+3b+3c) ) = ( 3a+7b4Tb )
¢ —2(a+b+c)—(a+3b+3c) —3a—5b—5¢
On peut le montrer par le calcul ou formellement a l'aide de g o f = 2id.
En effet, si u € Kerg alors ¢¥(u) = f(g(u)) = f(0) = 0 donc u € Kery.

Réciproquement, si u € Ker alors f(g(u)) = 0 donc 2g(u) = ¢(g(u)) = g(f(g(n))) =
g(0) = 0. Donc u € Keryg.

Puis, si w € Ime) alors u = 9(z) = f(g(x)) € Imf car c’est 'image de g(z) par f.
Réciproquement, siu € Imf alorsu = f(z) = f(}w(:zz)) = 1f(g(f(x))) = 1/1(}f(x)) €

2 T2 2

Imoy.

1. (a) On a E C RY. On démontre qu'’il est non vide et stable par combinaison
linéaire.
La suite nulle (0) € E car elle admet 0 pour limite finie.
Soit (u), (vn) € E et A € R. On a (u, +Av,) admet pour limite lim u,, +Alimv,, € R
est finie. Donc (uy) + A(vyn) € E.
On a G = Vectg(1),>0 est bien est ss-R-ev de E. On peut montrer que F' C E est
une ss-R-ev car il est non vide et stable par combinaison linéaire.

Soit u € NG. On a u, = X car la suite est constante. Puis limu, = A = 0 car
u € F. Donc Vn € N,u,, =0ie. u=0g.

Soit u € E. On écrit u = (u— A(1)) + A(1) € F + G. Pour que u — A(1) € F admet
pour limite 0, il suffit de prendre A = Em U.

Ainsi F=F ®G.

L’application [ existe bien car toutes les suites de E admettent bien une limite finie.
Puis on a déja remarquer que &m(un + Av,) = Em Uy + )\Em v,. Ce qui s’écrit
également I(u + \v) = l(u) + M(v). Donc I est une application linéaire.

Le noyau de [ est par définition I’ensemble des suites de limites nulles i.e. Kerl = F.
Puis Iml = I(E) = [(F 4+ Q) = l[(Kerl) +1(Vect 1) = 0+ Vect ({(1)) = R car I(1) = 1.
Soit u € E. On a u,, — I(u) donc 4,41 — I(u) comme suite extraire. Donc T'(u) € E
et lapplication existe.

Puis pour w,v € E et A € R. Soit n € N. On a T(u + Av),
T(u)p, + AT (v)y,. Ainsi T'(u +; ambdav) = T'(u) +; ambdaT (v).
Donc T est un endomorphisme de F.

Soit w € E. On a T(u) = 0 ssi Vn € Njuypq = 0 ssi Vo > 1,u, = 0 Donc

Up+1 + Avn+1 =

1 sin=0

0 sinon

u = (up,0,0,....,0,....) pour ug € R. Ainsi KerT = Vect () avec d,, = {

Donc I'application n’est pas injective.



(c)

3. (a)

L’application est surjective. En effet pour u € E. On pose v, = up—1 sin > 1 et
v9=0.Onawu=T(v) €ImT. Donc E = ImT.

Par équivalence successive, on a : A est une valeur propre de T’
ssi Ju #£ 0,T(u) = A
ssi Ju 75 0, (T - )\ZdE)(U) =0g
ssi Ju # 0,u € Ker(T — Nidg)
ssi Ker(T — M\dg) # {0g}

1 1
On recherche u € E tel que T'(u) = Fu- ie. Vn € N upqq = 2 un- Donc u,, = ;—2 est
une suite géométrique de raison A = 1/2. Donc Ker(T — §ZdE) = Vectr(27")n>0
car 27" — 0 est une suite de E' qui engendre le sous-espace.
De méme, on obtient u, = up2" est géométrique de raison 2. Mais on doit également
avoir v € E. Si ug > 0 alors u,, — +o0 et si ug < 0 alors uw,, — —o00. Donc on a
nécessairement ug puis v = 0g. Donc Ker(T' — §ZdE) ={0g}.
On a T'(u) = Au ssi up = upA™ pour ug € R.
Si A €] —1,1] alors Ker(T — Midg) = Vect g(A") >0 car A" — 0 (ou 1)
Si A €] —1,1] alors la suite [\"| — 400 donc n’admet pas de limite finie donc ug = 0
puis v = 0g. Ainsi Ker(T — Aidg) = {0g}
Si A = —1 alors (—1)" n’admet pas de limite donc n’appartient pas & E et u = Og
Donc Ker(T — Aidg) = {0g}.
Ainsi A est valeur propre ssi Ker(T' — Xidg) # {Og} ssi A €] — 1,1].



