
DS7 - Corrigé

Exercice 1 : 1. On a u =
(

x
y
z

)
∈ F1 ssi u =

(
z
z
z

)
= zu1. Donc F1 = Vect R(u1).

On a u =
(

x
y
z

)
∈ F2 ssi u =

(−y+z
y
z

)
. Donc F2 = Vect R

[(−1
1
0

)
,
(

0
1
1

)]
.

Donc F1 et F2 sont des R-ev en tant qu’espace engendré.

2. On a déjà vu que F1 = Vect R(u1) avec u1 ̸= 0E i.e. (u1) est une base de F1.

On a F2 est de dimension 2 d’après l’expression précédente. De plus u2, u3 ∈ F2 en
vérifiant la condition x+ y − z = 0. Donc F2 = Vect R(u2, u3) d’après la caractérisation
des égalités des R-ev. Ainsi (u2, u3) est une base de F2.

3. On a rgR(u1, u2, u3) = rg
(

1 1 0
1 0 1
1 1 1

)
= 3 = dimRR3 = CardB.

Donc B est une base par caractérisation des bases.

On en déduit que R3 = Vect R(u1, u2, u3) = Vect R(u1)⊕Vect R(u2, u3) = F1 ⊕ F2.
C’est à dire F1 et F2 sont supplémentaires dans R3.

4. On note B0 = (e1, e2, e3) la base canonique.

On observe que u1 − u2 =
(

0
1
0

)
= e2 et u1 − u3 =

(
1
0
0

)
= e1.

On en déduit que e1 = u1 − u3 =
(

1
0
−1

)
B
, e2 = u1 − u2 =

(
1
−1
0

)
B

et e3 = u2 − e1 =
(

0
1
0

)
B
−
(

1
0
−1

)
B
=

(−1
1
1

)
B
.

Exercice 2 : 1. On note J =

1 1 1
1 1 1
1 1 1

. On a F = {aJ + bI3 pour a, b ∈ R} = Vect R(J, I3).

On montre que G est non vide et stable par combinaison linéaire.
En effet, (0) ∈ G car 0 + 0 + 0 = 0 + 0 + 0 = 0.

Pour deux matrices A =

x1 x2 x3
y1 y2 y3
z1 z2 z3

 , A′ =

x′1 x′2 x′3
y′1 y′2 y′3
z′1 z′2 z′3

 ∈ G et λ ∈ R.

La matrice A+ λA′ =

x1 + λx′1 x2 + λx′2 x3 + λx′3
y1 + λy′1 y2 + λy′2 y3 + λy′3
z1 + λz′1 z2 + λz′2 z3 + λz′3

 vérifie les 2 conditions :

(x1 + λx′1) + (y2 + λy′2) + (z3 + λz′3) = (x1 + y2 + z3) + λ(x′1 + y′2 + z′3) = 0
et (x2 + λx′2) + (y3 + λy′3) + (z1 + λz′1) = (x2 + y3 + z1) + λ(x′2 + y′3 + z′1) = 0
Donc A+ λA′ ∈ G.

2. On commence par montrer que F ∩G = {(0)}.
Soit A ∈ F ∩G. Il existe a, b ∈ R tel que A = aJ + bI3.
Puis les 2 conditions donnent 3a+ 3b = 3a = 0. Donc a = b = 0 et A = (0).

On démontre ensuite que F +G = E.

Soit M =

x1 x2 x3
y1 y2 y3
z1 z2 z3

 ∈ M3(R).

On recherche a, b ∈ R tel que M = (aJ + bI3) + (M − aJ − bI3) ∈ F +G.
Cette décomposition convient ssi M − aJ − bI3 ∈ G
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ssi

{
(x1 − a− b) + (y2 − a− b) + (z3 − a− b) = 0

(x2 − a) + (y3 − a) + (z1 − a) = 0

ssi


a =

1

3
(x2 + y3 + z1)

b =
1

3
(x1 + y2 + z3)−

1

3
(x2 + y3 + z1)

.

Donc on dispose bien d’une telle décomposition et la somme est totale.

3. La famille (J, I3) est libre car les vecteurs ne sont pas colinéaires. On en déduit que
dimRF = 2.

Puis dimRG = dimRE − dimRF = 9− 2 = 7 car les espaces sont supplémentaires.

Exercice 3 : 1. Soit u ∈ E1 ∩ E2. On a 0E = f(u)− λku par définition du noyau.
Donc λ1u = f(u) = λ2u. Puis (λ2 − λ1)u = 0E avec λ2 − λ1 ̸= 0.
Ainsi u = 0E . Donc la somme est directe.

2. On a H2 = E1 + E2 = E1 ⊕ E2 d’après la question 1.
Soit u ∈ H2 ∩ E3.
On dispose d’une décomposition de la forme u = u1 + u2 avec u1 ∈ E1 et u2 ∈ E2.
Or la définition des noyaux donne :
D’une part :f(u) = λ3u = λ3u1 + λ3u2 car u ∈ E3.
D’autre part : f(u) = f(u1+u2) = f(u1)+ f(u2) = λ1u1+λ2u2 car u1 ∈ E1 et u2 ∈ E2.
Ainsi λ3u1 + λ3u2 = λ1u1 + λ2u2 ∈ E1 ⊕ E2.
La décomposition étant unique, on en déduit que λ3u1 = λ1u1 et λ3u2 = λ2u2.
Puis comme λ3 ̸= λ1 alors u1 = 0E et de même λ3 ̸= λ2 donc u2 = 0E .
Ainsi u = u1 + u2 = 0E .

3. On observe que H3 = E1 + E2 + E3 = H2 + E3.
Donc on a dim(H3) = dim(H2+E3) = dim(H2)+dim(E3) car ils sont en somme directe
(question 2.)
Puis dim(H2) = dim(E1) + dim(E2) car E1 et E2 sont en somme directe (question 1.)
Ainsi dim(H3) = dim(E1) + dim(E2) + dim(E3).

4. On démontre par récurrence sur k que Hk =

k⊕
i=1

Ei.

Initialisation (k = 1) est vrai par définition H1 = E1.
(k = 2) H2 = E1 ⊕ E2 à été traité à la question 1.
(k = 3) H3 = E1 ⊕ E2 ⊕ E3 à été traité à la question 2.

Hérédité On suppose acquis Hk =

k⊕
i=1

Ei.

On a Hk+1 = Hk + Ek+1. Il suffit d’avoir Hk ∩ Ek+1 = {0E} pour obtenir Hk+1 =

Hk ⊕ Ek+1 =

k⊕
i=1

Ei ⊕ Ek+1 =

k+1⊕
i=1

Ei.

Soit u ∈ Hk ∩ Ek+1. On a f(u = λk+1u car u ∈ Ek+1.

Et u =

k∑
i=1

ui. Donc f(u) =

k∑
i=1

f(ui) =

k∑
i=1

λiui.
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Ainsi on obtient

k∑
i=1

λiui = f(u) = λk+1

k∑
i=1

ui =

k∑
i=1

λk+1ui ∈
k⊕

i=1

Ei.

Par définition de la somme directe, la décomposition est unique donc λiui = λk+1ui puis

ui = 0E car les scalaires sont distincts. Ainsi u =

k∑
i=1

ui = 0E .

5. On montre par récurrence immédiate que dimRHp =

p∑
k=1

dimREk. Or Hp est un sous-

espace de E. Donc dimHp ≤ dimE. Ainsi

p∑
k=1

dimREk ≤ dimRE

Problème I : 1. (a) Soit u1 = ( x1
y1 ) , u2 = ( x2

y2 ) ∈ R2 et λ ∈ R. On a f(u1 + λu2) = f
(

x1+λx2

y1+λy2

)
=

(
3(x1+λx2)−(y1+λy2)
(x1+λx2)+2(y1+λy2)
−2(x1+λx2)−(y1+λy2)

)
=

(
3x1−y1

x1+2y1

−2x1−y1

)
+ λ

(
3x2−y2

x2+2y2

−2x2−y2

)
= f(u1) + λf(u2).

(b) Soit u = ( xy ) ∈ R2. On a u ∈ Kerf ssi f(u) =
(

0
0
0

)
ssi


3x+ y = 0

x+ 2y = 0

−2x− y = 0

ssi x = y = 0.

Donc Kerf = {( 00 )}.

(c) On a Imf = Vect R (f ( 10 ) , f (
0
1 )) = Vect R

((
3
1
−2

)
,
(−1

2
−1

))
est de dimension 2 car les

vecteurs ne sont pas colinéaires. Si l’on note P =
{(

a
b
c

)
∈ R3 tel que 3a+ 5b+ 7c = 0

}
,

on peut démontrer que c’est également un plan vectoriel. Puis
(

3
1
−2

)
∈ P car

3.3 + 5 − 2.7 = 0 et
(−1

2
−1

)
∈ P car −3 + 5.2 − 7 = 0. Donc Imf ⊂ P et par

caractérisation par la dimension, on obtient Im = P .

(d) Kerf = {0} donc f est injective.
Imf ̸= R3 donc f n’est pas surjective.

2. (a) Par le calcul, on trouve g

(
x1+λx2

y1+λy2
z1+λz2

)
= ... = g

(
x1
y1
z1

)
+ λg

(
x2
y2
z2

)
.

(b) Le noyau est déterminé par le système

{
x+ y + z = 0

x+ 3y + 3z = 0
ssi


x = 0

y = −z
z ∈ R

.

D’où Ker(g) = Vect
(

0
−1
1

)
.

(c) Le noyau montrer que g n’est donc pas surjective.
L’image est Img = Vect R [( 11 ) , (

1
3 ) , (

1
3 )] = R2 par dimension car les deux premiers

vecteurs sont non colinéaires. Donc g est une application surjective.

3. (a) On sait que Kerg et Imf dont des sous-espaces vectoriels de R3 car les applications
sont linéaires. On a les dimensions d’après les questions précédentes. dimKerg =

dimVect
(

0
−1
1

)
= 1 et dimImf = dimP = 2. Montrons qu’ils sont en somme directe.

Soit u ∈ Kerg ∩ Imf . On a u = λ
(

0
−1
1

)
=

(
0

−λ
λ

)
car u ∈ Kerg. Puis −5λ + 7λ = 0
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car u ∈ Imf = P . Donc λ = 0 puis u =
(

0
0
0

)
. Par caractérisation par la dimension

dimR3 = dimKerg + dimImf , on a montré que R3 = Kerg ⊕ Imf .

(b) Par le calcul, on trouve g ◦f ( xy ) =
(

(3x−y)+(x+2y)+(−2x−y)
(3x−y)+3(x+2y)+3(−2x−y)

)
=

(
2x
2y

)
. Ainsi g ◦f =

2idR2 est une homothétie de rapport 2.

Par le calcul, on trouve f ◦ g
(

a
b
c

)
=

(
3(a+b+c)−(a+3b+3c)
(a+b+c)+2(a+3b+3c)
−2(a+b+c)−(a+3b+3c)

)
=

(
2a

3a+7b+7b
−3a−5b−5c

)
.

(c) On peut le montrer par le calcul ou formellement à l’aide de g ◦ f = 2id.

En effet, si u ∈ Kerg alors ψ(u) = f(g(u)) = f(0) = 0 donc u ∈ Kerψ.
Réciproquement, si u ∈ Kerψ alors f(g(u)) = 0 donc 2g(u) = φ(g(u)) = g(f(g(u))) =
g(0) = 0. Donc u ∈ Kerg.

Puis, si u ∈ Imψ alors u = ψ(x) = f(g(x)) ∈ Imf car c’est l’image de g(x) par f .

Réciproquement, si u ∈ Imf alors u = f(x) = f(
1

2
ψ(x)) =

1

2
f(g(f(x))) = ψ(

1

2
f(x)) ∈

Imψ.

Problème II : 1. (a) On a E ⊂ RN. On démontre qu’il est non vide et stable par combinaison
linéaire.

La suite nulle (0) ∈ E car elle admet 0 pour limite finie.

Soit (un), (vn) ∈ E et λ ∈ R. On a (un+λvn) admet pour limite limun+λ lim vn ∈ R
est finie. Donc (un) + λ(vn) ∈ E.

(b) On a G = Vect R(1)n≥0 est bien est ss-R-ev de E. On peut montrer que F ⊂ E est
une ss-R-ev car il est non vide et stable par combinaison linéaire.

Soit u ∈F ∩G. On a un = λ car la suite est constante. Puis limun = λ = 0 car
u ∈ F . Donc ∀n ∈ N, un = 0 i.e. u = 0E .

Soit u ∈ E. On écrit u = (u− λ(1)) + λ(1) ∈ F +G. Pour que u− λ(1) ∈ F admet
pour limite 0, il suffit de prendre λ = lim

+∞
u.

Ainsi E = F ⊕G.

(c) L’application l existe bien car toutes les suites de E admettent bien une limite finie.
Puis on a déjà remarquer que lim

+∞
(un + λvn) = lim

+∞
un + λ lim

+∞
vn. Ce qui s’écrit

également l(u+ λv) = l(u) + λl(v). Donc l est une application linéaire.

(d) Le noyau de l est par définition l’ensemble des suites de limites nulles i.e. Kerl = F .

Puis Iml = l(E) = l(F +G) = l(Kerl)+ l(Vect 1) = 0+Vect (l(1)) = R car l(1) = 1.

2. (a) Soit u ∈ E. On a un → l(u) donc un+1 → l(u) comme suite extraire. Donc T (u) ∈ E
et l’application existe.

Puis pour u, v ∈ E et λ ∈ R. Soit n ∈ N. On a T (u + λv)n = un+1 + λvn+1 =
T (u)n + λT (v)n. Ainsi T (u+l ambdav) = T (u) +l ambdaT (v).

Donc T est un endomorphisme de E.

(b) Soit u ∈ E. On a T (u) = 0 ssi ∀n ∈ N, un+1 = 0 ssi ∀n ≥ 1, un = 0 Donc

u = (u0, 0, 0, ...., 0, ....) pour u0 ∈ R. Ainsi KerT = Vect (δ) avec δn =

{
1 si n = 0

0 sinon
.

Donc l’application n’est pas injective.
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(c) L’application est surjective. En effet pour u ∈ E. On pose vn = un−1 si n ≥ 1 et
v0 = 0. On a u = T (v) ∈ ImT . Donc E = ImT .

3. (a) Par équivalence successive, on a : λ est une valeur propre de T
ssi ∃u ̸= 0, T (u) = λu
ssi ∃u ̸= 0, (T − λidE)(u) = 0E
ssi ∃u ̸= 0, u ∈ Ker(T − λidE)
ssi Ker(T − λIdE) ̸= {0E}

(b) On recherche u ∈ E tel que T (u) =
1

2
u. i.e. ∀n ∈ N, un+1 =

1

2
un. Donc un =

u0
2n

est

une suite géométrique de raison λ = 1/2. Donc Ker(T − 1

2
idE) = Vect R(2

−n)n≥0

car 2−n → 0 est une suite de E qui engendre le sous-espace.

(c) De même, on obtient un = u02
n est géométrique de raison 2. Mais on doit également

avoir u ∈ E. Si u0 > 0 alors un → +∞ et si u0 < 0 alors un → −∞. Donc on a

nécessairement u0 puis u = 0E . Donc Ker(T − 1

2
idE) = {0E}.

(d) On a T (u) = λu ssi un = u0λ
n pour u0 ∈ R.

Si λ ∈]− 1, 1] alors Ker(T − λidE) = Vect R(λ
n)n≥0 car λn → 0 (ou 1)

Si λ /∈]−1, 1[ alors la suite |λn| → +∞ donc n’admet pas de limite finie donc u0 = 0
puis u = 0E . Ainsi Ker(T − λidE) = {0E}
Si λ = −1 alors (−1)n n’admet pas de limite donc n’appartient pas à E et u = 0E
Donc Ker(T − λidE) = {0E}.
Ainsi λ est valeur propre ssi Ker(T − λidE) ̸= {0E} ssi λ ∈]− 1, 1].
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