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Exercice 1 : Soit F1 =
{(

x
y
z

)
∈ R3 tel que x+ y − 2z = 2x− y − z = 0

}
et F2 =

{(
x
y
z

)
∈ R3 tel que x+ y − z = 0

}
.

On définit également u1 =
(

1
1
1

)
, u2 =

(
1
0
1

)
et u3 =

(
0
1
1

)
.

1. Montrer que F1 et F2 sont des R-espaces vectoriels.
2. Déterminer des bases de F1 et F2 à l’aide des vecteurs introduits.

3. Montrer que la famille B = (u1, u2, u3) est une base de R3. Que peut-on en déduire
sur les espaces F1 et F2 ?

4. Déterminer les coordonnées de la base canonique de R3 dans la nouvelle base B.

Exercice 2 : Soit E = M3(R), F =


a+ b a a

a a+ b a
a a a+ b

 pour a, b ∈ R


et G =


x1 x2 x3
y1 y2 y3
z1 z2 z3

 tel que x1 + y2 + z3 = x2 + y3 + z1 = 0

.

1. Montrer que F et G sont des sous-R-espaces vectoriels de E.

2. Montrer que E = F ⊕G.

3. En déduire les dimensions dimRF et dimRG.

Exercice 3 : Soit f : E → E une application K-linéaire d’un espace vectoriel de dimension finie.
Soit 1 ≤ k ≤ p. On introduit λ1, ..., λp ∈ K des scalaires deux à deux distincts.

On note enfin Ek = Ker(f − λkidE) et Hk =

k∑
i=1

Ei pour k ∈ J1, pK.

1. Montrer que E1 et E2 sont en somme directe.

2. Montrer que H2 et E3 sont en somme directe.

3. En déduire la dimension de H3 en fonction de celle de E1, E2 et E3.

4. Montrer que, pour tout k ∈ J1, pK, on a Hk =

k⊕
i=1

Ei.

5. En déduire que

p∑
i=1

dimREk ≤ dimRE.
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Problème I : 1. Soit f : R2 → R3, ( xy ) 7→
(

3x−y
x+2y
−2x−y

)
.

(a) Montrer que f est une application linéaire.

(b) Calculer Kerf le noyau de f .

(c) Montrer que Imf =
{(

a
b
c

)
∈ R3 tel que 3a+ 5b+ 7c = 0

}
.

(d) L’application est-elle surjective ou injective ?

2. Soit g : R3 → R2,
(

x
y
z

)
7→

( x+y+z
x+3y+3z

)
.

(a) Montrer que g est une application linéaire.

(b) Déterminer une base de Kerg.

(c) L’application est-elle surjective ou injective ?

3. (a) Montrer que R3 = Kerg ⊕ Imf .

(b) Déterminer les correspondances des application φ = g ◦ f et ψ = f ◦ g.
(c) Montrer que Kerψ = Kerg et Imψ = Imf .

Problème II : Soit E l’ensemble des suites réelles qui admettent une limite finie.

1. On note également F l’ensemble des suites de limites nulles et G l’ensemble des suites
constantes.

(a) Montrer que E est un R-espace vectoriel.

(b) Montrer que F et G sont supplémentaires dans E.

(c) Montrer que l : E → R, (un)n≥0 7→ lim
+∞

un définit bien une application linéaire.

(d) Déterminer le noyau et l’image de l.

2. Pour toute suite u = (un)n∈N ∈ E, on note T (u) la suite définie par :

∀n ∈ N, [T (u)]n = un+1.

(a) Montrer que l’application T : E → E est bien définie et est linéaire.

(b) Déterminer le noyau de T . S’agit-il d’une application injective ?

(c) Déterminer l’image de T . S’agit-il d’une application surjective ?

3. Soit λ ∈ R. On dit que λ est une valeur propre de l’endomorphisme T s’il existe un
élément u ∈ E tel que : u ̸= 0 et T (u) = λu.

(a) Montrer que λ est une valeur propre de T ssi Ker(T − λIdE) ̸= {0E}.
(b) On pose ici λ = 1/2. Déterminer toutes les suites u ∈ E telles que T (u) = (1/2)u.

(c) On pose ici λ = 2. Déterminer toutes les suites u ∈ E telles que T (u) = 2u.

(d) On revient au cas général.
Montrer que λ ∈ R est une valeur propre de T ssi λ ∈]− 1, 1].
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