DMT - Corrigé

Exercice 1 : 1. L’application py : E X F — F,(ug,ur) — up est une application linéaire et

Kerps = G1. Donc (G; est un ss-ev de E' x F.
De plus, lapplication, ¢1 = p1|g, : G1 = E, (ug,0F) — ug est une bijection linéaire.
Donc G est isomorphe a E.

2. De méme G2 = Kerp; avec p1 : E x F — E,(ug,ur) — ug est un ss-evde £ x F
isomorphe a F.
OnaGiNGy={0g} x{0r} = {(0g,0r} donc la somme est directe.
Tout vecteur v = (ug,up) € E x F s’écrit sous la forme u = (ug,0r) + (0p,ur) €
G1 + G4 donc la somme est totale.

3. On a dimG; = dimFE et dimG5 = dimF’ car les espaces sont isomorphes.
Puis dim(F x F) = dimGy + dimG» car ils sont supplémentaires.
Donc dim(E x F) = dimE + dimF.

4. En utilisant 'isomorphisme naturel : ¢ : E"*1 — E"XE, (U1, ., U, Upt1) = (U1, oy Un )y Ung1)
et la question précédente, on obtient dimE"*! = dimE"™ + dimFE.
Puis une récurrence immédiate, démontre que dimE"™ = ndimF pour tout n > 1.

Exercice 2: 1. Si deg(P) < n alors deg (:P') < n — 1. Donc l'application est bien définie.
Les ensembles R, [X] et R,,_1[X] X R sont des R-ev de méme dimension n + 1 d’apres
I’exercice précédent.

Soit Py, P> € R, [X] et A € R.
On a fo(Py + AP2) = ... = fu(P1) + Afn(P2) par le calcul. Donc Papplication est
linéaire.
Enfin P € Kerf, ssi P' =0 et [, P =
ssidk e R,P =k et f01 k =k =0ssi P=0. Donc Kerf,, = {0} et 'application est
injective.
Par caractérisation par la dimension, f, est un isomorphisme.

2. On démontre par récurrence 'existence et 'unicité d’un B,, € R, [X].
Init. n = 0 L’énoncé fixe By(X) =1 € Ro[X].
Hérédité Soit n € N tel que B, (X) € R, [X] est fixé de maniére unique. Alors (B,,,0) €
R,[X] x R donc il admet un unique antécédent par f, 1. C’est & dire qu’il existe un
unique P € Ry, 11[X] tel que ;15 P’ = B, et [, P = 0. Ce polynéme P = By est
donc 'unique solution dans R,,1[X] par définition de bijection.

3. On a By = X + ¢ par intégration puis ¢ = —1/2 pour que fol B; = 0. Donc B;(X) =

X —1/2.
On a By =2B; =2X — 1 puis By(X) = X? — X 4 ¢ donc By(X) = X? — X + ¢ afin
que fol By = 0.

De méme, on trouve Bs(X) = X% — 322 + 1z
4. On montre par récurrence que By (X) = X" +
On a déja vérifié 'hypothese pour 0 < n < 3.
Hérédité : On a B, = (n+1)B, = (n+ 1)X" + ... par HR.
Donc B, 11 = X" + ... en primitivant le polynome.
5. On a By(1 — X) =1 = By(X) donc la proposition est vraie au rang n = 0.
Hérédité : Soit n € N tel que B, (1 — X) = (-1)"B,(X).
On a [Buy1 (1= X)) = —Bl 1 (1= X) = —(n+ 1) Bal1 = X) = (n+1)(=1)"" By(X)
par HR.
Et fo i1 (1 —t)dt = fo nt1(u) du = 0 avec le changement de variable u = 1 — ¢.
Ainsi fpp1( n+1(1 X)) =((= )"“Bn(X% 0) = (=1)"*(B,,,0) = (—=1)"*! frs1(Brs1) =
fri1 ((=1)B,41(X)). Ainsi B, 1(1 — X) = (=1)"" B, 1(X) par injectivité de f,,11.
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6. De méme, on a Bp(X +1) — Bp(X)=1-1=0.
Puis (Bpt1(X +1) — Bpy1(X)) = (n+ 1)[Bp(X +1) — Bo(X)] = (n+ D)nX" ! =
[(n + 1)X") par HR. Et en X = 0, on a Bny1(1) — Buy1(0) = [ Bl (t)dt =
Jy(n+1)B, = 0. Donc Bni1(X + 1) — Bpyr(X) = (n+ 1) X"

7. Par telescopage, S = ZZ;; Bs(k+1) —Bg( ) = Bs(n) — Bs(0) = Bs(n) = %

D’aprés la question précédente, S = 32770 3k% = 3572, k2.
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