DS8 - Corrigé

Exercice 1: 1. Ona (D;=1)U..U(D;=6)=(D; €[1,6])=Qet (D;=k)N(D;=1)=0si
k # 1. Donc par définition {(D; = 1), ..., (D1 = 6)} forme un SCEL

2. On peut appliquer la FPT dans chacun des cas a ce SCEI :
6

P(Dy = Dy) = Y P(Dy = k)Pp,—(D2 = D1)
k=1
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Puis P(Dy > Dy) = » P(Dy = k)Pp,—x(D1 > Da)
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Enfin P(D; < D3) =1 — i E B comme événement contraire des précédents.

6 6
3.0na Q= H—J (D1 =k1) = ti-J (Dg = ko) d’apres la ql.
k1=1 ko=1

6 6
Donc Q =QNQ = (Lﬂ (D1:k1)> m(@-} (DQ:k2)> = 4 (D1 =k1) N (D2 = k)
k?1:1 k}2:1 kl,k?Z

justifiant le SCEI proposé par ’énoncé.

4. En apphquant la FPT sur ce nouveau SCEI, on obtient :

Z Z P((D1 = k1) N (Da = k2)) P(p, =k, )n(Da=ks) ()

k1= 1 ko= 1
TR
= Z Z b - Z )
P 166k1+k2 36 g kl‘l-kg
En effet si (D1 = k1) et (D2 = ko) alors 'urne contient kq boules favorables et k1 + ko
k1
boul total. D P
oules au total. Donc P(p,—i,)n(Do=ks) (R) = T
] 5.8
5. Le méme calcul conduit & ]P’ = —6 Z Z k‘l + iy
fer—1 k=1
Le changement de variables donne P(R) = P(R). On en déduit que P(R) = 1/2. Le jeu

est équilibré.
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6. On utilise la formule de Bayes Pr(D; = Ds) =

P(Dy = D2)Pp,—p,(R)  1/6x1/2
P(R) 12

1
5 En effet, si Dy = D> alors il y a autant de boules de chaque couleur donc le jeu

est équilibré i.e. Pp,—p,(R) = 1/2. Ainsi Pr(Dy = D3) = 1/6 = P(D; = D3) donc les
événements sont indépendants.

Exercice 2 :

1 1 2
1. (a) On peut calculer le rang de la famille rg(B) =rg | -1 0 —-1| =...=3.
-3 3 1

On a ainsi rglB = Card B = dimFE donc B est une base de F.
Puis F = Vectg(u,us,uz) = Vectg(ui) ® Vect g(uz,us) = F & G. Donc F et G
sont supplémentaires dans F.

On recherche A1, A2, A3 € R tel que (g/) = Auy + Asus + Agus. Ceci correspond

1 1 2 |z
ausysteme [ —1 0 —1]| y |. Avec le pivot de Gauss-Jordan, on obtient I'unique
-3 3 1 |z

solution \;y =3z + 5y — 2z, \o =4z + Ty — z et A3 = —3x — 6y + 2.

Ainsi e; = (;3)8,622 (*?6)6 et e3 = (:1%)6
On a (g) =Bz+5y—2)ur+ @Az + Ty —2)us + (—3z — 6y + 2)us € F D G.

Doncp(fz;) =M@z +Ty—2)ug + (=32 -6y +2)us € G

1 2 —2z—5y+=z
= (dz+ Ty — 2) (g) +(=3x— 6y + 2) (—11> = (92145?@;—&)

On sait que ¢ est linéaire par opération. Puis ¢ = (idE—p)2 = idg—2p+p? = idg—p
car p° = p. Donc ¢ est un projecteur.

On recherche le noyau. Soit v € F.

On a q(u) = 0g ssi u — p(u) = 0 ssi p(u) = u ssiu € G.

On recherche I'image.

Img = Vectg(q(u1), q(uz), q(us)) = Vect g(u1,us — uz, us — uz) = Vectg(uy) = F.
Donc ¢ est le projecteur sur F le long de G.

De méme s = p — ¢ = 2p — id est une application linéaire par opération. Elle vérifie
52 = (2p —id)? = 4p® — 4p + id = id car p? = p. Ainsi s est une symétrie.

On résout s(u) = u ssi 2p(u) —u = w ssi p(u) = u ssi u € Imp = G.

Et s(u) = —u ssi 2p(u) —u = —u ssi p(u) = 0 ssi u € Kerp = F.

Ainsi s est la symétrie par rapport a G le long de F.

T T T —2x—5y+z x —5x—10y+2z
Onas(y):2p(y>—(y>:2 3z+6y—z —(y): 6z+11y—2z |,
z z z 9zx+15y—2z z 18x+30y—52

Une application linéaire est entierement déterminer par I'image d’une base. Donc f
est fixée par f(B).

On a f*(w1) = f(u1) = w1, f2(u2) = f(uz) = ug et f(uz) = f(uz) = ug. Donc
f? = idg car ces deux applications coincident sur une base.

Soit u = A\juy + Aaus + A\3u3 € E.



Probléme I :

On a f(u) = u ssi Auy + Aguz + Agus = Aug + Aaus + Agugs

A1 =X\ A1 €eR
ssi e Ay = Az ssi ¢ Ao = Ag ssi u = Ajug + Az(uz + ug) pour A1, A3 € R.
A3 = A A3 €R
Ainsi Ker(f — idg) = Vect g(u1, us + us).
De méme f(u) = —u ssi )\111,1 + )\211,3 + )\3’[1,2 = 7A1U1 — A2u2 — A3U3
A o=—\ A =0
ssiq Ay = —Agssi ¢ Ay = —N\3 ssiu=A3(—ug+ us) pour A3 € R.
A3 ==X A3 €R
Ainsi Ker(f + idg) = Vect g(—ug + u3).
T 8zx+13y—2z
Pour s’assurer que f (y) = ( —Tx—12y+2z >, il suffit par unicité de vérifier que
z —14z—26y+52

flun) = (51) = S = () =ua et flas) = () = e
Méthode 1 : Un calcul explicite dans la base canonique donne
x 5z+8y—=z T . .
pof (Z) = (_;;:r:_lgi;) =fop (Z) Les applications commutent.
Méthode 2 : On peut trouver avec moins de calcul les trois relations sur la base B :
po f(u1) =p(uw) =0g et fop(u) = f(0g) =0,
po f(uz) = p(us) = us et fop(uz) = f(uz) = us,
po flus) = p(uz) = uz et fop(us) = f(uz) = ua,
Donc les deux applications coincident sur une base donc sont égales.
On a s = 2p —idg et f commutent car f et p commutent. Puis (so f)* = s? o f2 =
id o id = id. Donc S = s o f est une symétrie.

A —A1
OnaS(m) = ( A3 ) .

Xs ) g X2 )
Donc S(u) = u ssi Ay =0 et Ay = A3 € R. Donc Ker(S — id) = Vect g(ug + ug).
De méme on obtient Ker(S + id) = Vect g(uy, ua — ug).
On sait que f et p commutent donc d’apres la formule du bindéme de Newton :
F+p =Y (Z)f’“p”““ = Y (Z)m 3 (Z)fop

k=0 k<n pair k<n impair
Si n est pair alors (f 4+ p)" =idg + (2" ' —1)p+2"71S.
Si n est impair alors (f +p)" = f+2" " 'p+ (271 —1)S.
1. (a) Soit Pp, P, € R[X] et A € R.

Ona AP+ AP) = (PL+AR)(X +1) = (PL+AP)(X) = P(X +1) - P(X) +
AP (X +1) — Py(X)] = APy + AAP;.
Donc A est bien un endomorphisme de R[X].

k

k

OnaAXF) =(X+1)F-xF=>" (Z>Xl — XF = kX" V4 41 de degré k—1
1=0

si k > 1. Donc deg(AP) = (deg P) — 1 par combinaison linéaire.

Ona AP =0ssi P(X +1)= P(X) ssi P est constant.
En effet, si P admet une racine « alors a+n pour tout n € Z et P aurait une infinité



de racines. Donc P est nul ou n’a pas de racine i.e. P est constant.
Donc KerA = Rg[X] = Vect (1).

2. (a) Ona A,(R,[X]) C R,—1[X] C R,[X] car deg AP = (deg P) — 1. Donc A,, est bien
définit. Puis A,, est encore linéaire car ¢’est la méme correspondance que A.

(b) D’apres le théoréme du rang on a rg(A,) = dimR,, [X]—dimKerA,, = (n+1)—1 =n.
Or on a vu que ImA,, = A, (R,[X]) C R,_1[X] par degré. Puis dimImA, = n =
dimR,,_1[X]. Donc par caractérisation, ImA,, = R,,_1[X].

3. (a) On fixe P € R[X] et on recherche a résoudre I’équation linéaire AQ = P. On note
n=degP+1. Ona P € R,_1[X] =ImA, donc il existe une solution particuliere
Qp € R, [X] tel que AQ, = P. Toutes les solutions de ’équation sont de la forme
Qp+Qo avec Qp € KerA. Donc @y = A est une constante d’apres qlb. Puis Q(0) =
impose la constante A = —Q,(0) et 'unique solution est Q(X) = Q,(X) — Q,(0).

(b) Soit Py, P> € R[X] et A € R. Notons Q1 = VP; et Q2 = VP,. On sait que A(Qy +
AQ2) = AQ1 + AAQ2 = Py + AP; car A est linéaire. Puis (Q1 + AQ2)(0) = Q1(0) +
AQ2(0) = 0. Ainsi Q = Q1+ AQ2 est solution du systeme AQ = Pi+AP; et Q(0) =0
Par unicité, on en déduit que V(P; + AP2) = Q = Q1 + A\Q2 = V@1 + AV Q2. Ainsi
V est linéaire.

On a A(VP) = AQ = P par définition, donc A oV = id.
Et V(AQ) = Q(X) — Q(0) car A(Q + A) = P mais on doit fixer A = —Q(0) pour
avoir la deuxieme condition.

(c) Si P € KerV alors @ = VP =0 puis P = AQ = A0 = 0. Donc KerV = {0}.

On a ImV = {Q € R[X] tel que Q(0) = 0} par double inclusion.
Par définition (C) est toujours vrai.

Si Q € R[X] vérifie Q(0) = 0 alors Q = Q(X) — Q(0) = V(AQ) € ImV.
(d) Pour P € R[X] notons encore Q = VP.

Ona Z P(k) Z Z Q(k+1)—Q(k) = Q(m+1)—Q(0) par télescopage

Q(m + 1) = V(P)(m +1) car Q( )=

4. (a) OnaA(P,) = ﬁ (X +DX(X —1)(X —n+2)— X(X = 1)(X —n+2)(X —n+1)]
_X(x 1)..T.l(!X M2 (X )]
XX -1 (X —n+2)
N (n—1)!
(b) On a A%P, = P,_,,A®P, = P,_5. Donc par récurrence immédiate Ak(Pn) =P, &
si k <n.
Puis Py = 1 donc APy = 0. Ainsi A"T'P, = 0 puis A¥P, = 0si k > n.
(c) On a A¥(P,)(0) = P,_x(0) = 0si k < n car 0 est racine des polynomes P, P, ....
Puis A™(P,)(0) = Py(0) = 1 car le polynoéme est constant.
Et enfin A*(P,)(0) =0 si k > n.
5. (a) La famille de polynéme est libre car échelonnée en degré et CardB = n+ 1 =
dimR,,[X]. Donc B est une base de R, [X].

= Py (X).



(b)

()

n
Comme B est une base, on peut écrire P = Z A Pe(X).
k=0

Puis pour I € [0,7], on a Al(P Z MAL(PL)(0) = Ay
Car AY(P)(0)=0sik#let 1sik= l d apres la question 4.(c)

Donc P =Y~ A¥(P)(0)P;.
k=0

Ona VP =Y A¥(P)(0)VP; par linéarité.

k=0
Puis VPk = Pk+1 car APk+1 = Pk et Pk(()) =0.
Ainsi VP = Z AF(P)(0) Py
OnaP:X3,AP: (X +1)° - X3 =3X?+3X +1,A’P = B(X + 1)? +3(X +
D +1] —[3X?+3X +1]=6X +6et AP =[6(X + 1)+ 6] — [6X + 6] = 6.
DOHC)\():P(O):O )\1:AP( ):]. )\2:6et>\3:6
D’apres la question 6(c Z MePrr1 = Po(X) + 6P5(X) + 6P, (X)

X(X—1)+6X(X—1)(X 2) TX(X —1)(X —2)(X - 3)

+6

2 6 4
XD ax -y (- - g = TE ke
_XHX -1

=

D’apres la question 3(d), on a Z k= ZP(k) =V(P)im+1)= w



