DS9 - Corrigé

Exercice 1: Ona (X +1)° — X% = (X% +6X°+ ...+ 1) — X® =6X° + ... + 1 d’apres la FBN.
Soit z € C — {0} une racine de P. On a bien P(0) =1 # 0.
6
1
On a P(z) =0 ssi <Z+ ) =1

z
. z+1
ssi Jw € Usg, =w
z

ssi dw € Ug, 2z = o1 donc w # 1
W —
1 e—ikﬂ'/ﬁ
e2ik7/6 — 1 ~ 2isin(kr/6)
Donc on a trouvé 5 racines d’un polynomes de degré 5. Le polynéme est scindé a racines
simples.

o—iT/6 o—iT/3 o—im/2 e—2im/3 o—5im/6
P00 =5 (% - ) (X~ sifagermy) (5~ smer) (- smem) (- weneem)
_ 6(X _ 6—i7r/6—i7r/2)(X _ e—iﬂ/3—iﬂ/2/\/§)(X + 1/2)(X _ 6i7r/3+i7r/2/\/§)(X _ eiTr/6+i7r/2)
= 6(X +1/2)(X? — 2cos(27/3) X + 1)(X? — 2cos(57/6)/vV3X + 1/3)
=6(X +1/2)(X*+ X +1)(X?+ X +1/3)
Exercice 2 : Le polyndéme caractéristique de la SRL2 est
X2 -2X4+2=(X -1 +12=(X—1—49)(X —1+1).
Donc les racines sont 14 i = v/2e7/4,
Il existe des réels A, Ay € R & déterminer tels que u, = v/2 [A1 cos(nm/4) + Ao sin(nm/4)].
Les conditions initiales donnent A\; = 0 et \/§[A1 \/5/2 + )\2\/5/2] = 1. Donc Ay = 1.
Ainsi u, = 2"/?sin(nr/4).

ssi 3k € [1,5],2 =

2
Exercice 3 : Il s’agit d’'une EDL d’ordre 1 & coefficients non constant a(x) = — et avec second

x
2 1
= +1 . On peut résoudre 'équation sur I =]0, +oo[ (probléme en 0 et —1)

membre b(x)

2
Une primitive de a(z) = — est A(x) = 2In(x). Donc les solutions homogenes s’écrivent
x

yn(z) = AeA® = \z? avec A € R.
Puis, avec la méthode de Lagrange, on recherche y,(x) = k(x)z* avec k une fonction de classe

2 1
C*. On obtient k'(z)x? + 2xk(z) = 2k(z)x + ;:—1
. 20+1 a4+ (z+1) 1 111 1
k/ - = — = i
puis ¥'(z) r?(z +1) z?(x+1) z(x+1) + 22 x x+1 + 22

1
On en déduit que k(z) = In(z) — In(z + 1) — —. Puis y,(z) = 2*In(z) — 2*In(z + 1) — =.
x
Ainsi y(z) = Az — z + 2% In(x) — 2* In(z + 1).
La condition y(1) = In(2) s’écrit A — 1+ 0 — In(2) = In(2) donc A = 21n(2) + 1.
Exercice 4 : On écrit 21a + 13b + 14c = 7(3a + 2¢) + 13b = Tn + 13b.



L’équation 7n 4+ 13b = 1 admet (2, —1) comme solution évidente. Puis le Lemme de Gauss
montre que n = 2+ 13ky et b= —1 — 7ky avec ki € Z.
L’équation 3a + 2¢ = n admet (n, —n) comme solution évidente et (2, —3)Z comme solution
homogene. Donc a = n + 2ky = 2 4 13k + 2ks et ¢ = —n — 3ky = —2 — 13k; — 3ks.
2 13
Ainsi ((é) = (:;) + k1 (:173) + ko (_(%3) pour ki, ks € Z.
Exercice 5 : On note x = w/4 4+ h avec h — 0.
On a In(cos z) = In(cos(m/4 + h)) = In[v/2/2 cos(h) — V/2/2sin(h)]
=n0 In(v/2/2) +1n[1 — h?2/2 + o(h?) — h + o(h?)]

=0~ (b 82 [2) — (= 222 4 o(R?)
S _1“;2) —h—h?+o(h?).
Probleme I: 1. (a) def simul(a):

X1, X2 =0, 0
pl, p2 = 1/3, a
if random.rand (
Xl =1
p2 = (a+1)/(2+a+1)
if random.rand()<p2:
X2 =1
return X1, X2

/(2xa+1)
)<1/3:

(b) Les variables X% n’ont que deux aléas. Ce sont des variables de Bernoulli.
Donc Xy, ~ B(py) puis E(X%) = pr et V(Xy) = pr(1 — pr).
(c) Les variables X7 et X5 suivent la méme loi ssi p; = po.
Or d’apres la FTP sur le SCEI {(X; =0),(X; =1)}
P2 = IP)(XQ = 1) = P(Xl i(i)PXl:()(XQ = 1) -‘rIP(Xl = 1)]PX1:1(X2 = ].)
a

a
=0 mplg g
Puis po = p; = ;a—:pi ssipp =1/2.
2. (a) En appliquant la formule de probabilité totale, on obtient :
a+1 a a + pg
Prt = Prgo g T pg T = oy

(b) On reconnait une suite arthimético-géométrique de point fixe | = 1/2.
Donc p, = (p1 — )" ' +1=(p—1/2)" ' +1/2.

a+1 a a a1
3. (a) Onapyin = 5P+ 5k €t Gkt = 5= Ph+ 5 —— O
a+1 a
Donc la matrice M = 2a;r 1 QC?_f_rll convient avec o = 2@1 T
20+1 2a+1
(b) On peut écrire M = ;(Ig +aJ) avec J = (1 1),
2a + 1 11

On a par récurrence J° = I et pour n > 1,J" =271 J.



Puis I7 et J commutent et (I2 +aJ)" = (Z) (aJ)®
k=0

2
1 2a+1)"+1 (2a+1)"—1
2(2a + 1) ((Qa 1) =1 (2a+1)"+ 1)'

(c) On obtient par récurrence (57 ) = M""* (b1).

- 1
=L+ g (Z)2k_1akJ:IQ+[(1+2a)”—1]J.
k=1

Donc M™ =

D = (p(2a+ )" P+ 1)+ (1 —p)((2a+1)" ' =1
one pr = g5y P20+ 177 4 D)+ (1= p)((20+ 1" - 1)
1, (p—1/2)
2 " (2a+ 1)1
0 1 0
Probleme IT: 1. (a) p est 'application linéaire canoniquement associée & A = [0 1 0
1 -1 1
De plus A? = A par le calcul matriciel. Donc p est un projecteur.
On calcul le noyau Kerp = KerA.
0 1 0 1 0 1
OnaA=|(0 1 0]~ [0 1 O
1 -1 1 0 00
Donc Kerp = Vect (7(1)1 )
Puis Imp = ImA = Vect {(8) , ( 1 ) , (8)} = Vect [(8) , (%)}
1 -1 1 1 0
0 -1 0
(b) s est 'application linéaire canoniquement associée 8 B = [ —1 0 0. De plus
-1 -1 1

B? = B par le calcul matriciel. Donc s est une symétrie.
On calcul Ker(s — idgs) = Ker(B — I3).

-1 -1 0 11
B-Ii=|-1 -1 0|~ [0 0
-1 -1 0 00

On trouve Ker(s — idgs) = Vect [(
On calcul Ker(s + idgs) = Ker(B + I3).

1 -1 0 1 -1 0
B+Ii=|-1 1 0]~|0 0 O
-1 -1 2 0 -1 1

On trouve Ker(s + idgs) = Vect K % )} .

1 2 1 -2 -1 1
. = = — — —1 e .
2 (@) Onap(3) = (3) et (3) =sor () ==(=1) = (1)
Si s et p commutaient alors sopos = s2op = p absurde par les correspondances
calculées.

(b) Ona f2=(sopos)o(sopos)=sopos’opos car associatif,
=sop?os=sopop car s> =id puis p> = p.



3. (a)

(b)

4. (a)

Donc f? = f et f est un projecteur.
Ona f(u) =0« s(p(s(u))) =0 < p(s(u)) =0 car s est injective,
< s(u) € Kerp < s(u) = A (f)l) d’apres 1.a.

s u=s*(u) =/\s<_(1)1) zz\(%) car s* = id.

Donc Kerf = Vect (g)

D’aprés le Théoreme du rang, rgf = dimR?® — dimKerf = 3 — 1 = 2. Puis Imp =

veet |(§) (1))
et f(§> =..= (%) €Imf et f (jl) =..= (jl) € Imf.
Donc Imp C Imf et ils ont la méme dimension. D’ott Imp = Im f.

D’apres la formule du binéme avec id et f qui commutent, on a (2f — id)? = 4f% —
4f +id =id car f* = f.

Pour v € Imf, (2f —id)(u) = 2f(u) —u = 2u — u = u donc ces vecteurs sont
invariants.

Pour v €

Kerf, (2f —id)(v) = 2f(v) — v = —v donc ces vecteurs sont contravariants.

Ona2f’—f+id= f+idcar f* = f. Puisf(g) — (_2w§2y+2) donc P(f)(
( 72m$72€z+2z ) '

On note P(X) = Zaka. Ona P(f) = Zakfk = aoz’d—i—Zakf car f¥ = f pour

ne 8

):

k=0 k=0 k=1
n n
tout k > 1. Puis P(0) = ag et P(1) — P(0) = Zak —ag = Zak permet d’obtenir
k=0 k=1

la formule de I’énoncé.

On sait que R? = Kerf @ Imf.

Pour uy € Kerf, P(f)(ug) = 0+ P(0)ug et pour w; € Imf, P(f)(uy) = (P(1) —
Donc P(f)(uo + u1) = P(0)ug + P(1)us =0 < P(0)up = P(1)u; = 0.

Donc si P(1) =0 et P(0) = 0, KerP(f) = R5.

Si P(1) =0 et P(0) # 0,KerP(f) =Imf.

Si P(1) #0 et P(0) =0,KerP(f) = Kerf.

Si P(1) # 0 et P(0) # 0,KerP(f) = {0}.

Donc P(f) est un automorphisme ssi ker P(f) = {0} ssi P(1) # 0 et P(0) # 0.

On connait la dimension du noyau d’apres ce qui précede. Par la théoreme du rang,
on déduit

rgP(f) =3 —dimKerf =0 si P(1) = P(0) =0,

rgP(f)=1si P(0)=0et P(1) #0,

rgP(f)=2si P(1) =0et P(0) #0,

etrgP(f) =3 si P(0) #0 et P(1) #0.

On a s et id commutent donc d’apres la formule du binéme de Newton

(s +id)® = s + 35% + 35 +id = 4(s + id) car s* = id.



Done Q(s) (é) - (—iﬁ%).

(b) On écrit Q(X Zkak On a Q(1 Zbk et Q(— zzn:( 1)kbk.

k=0
Q)+ Q- D-QY &
2 = Z bk et 9 = ; bk
k pair % impair
1) —Q(—1
Puis Q(s Zbks Z brid+ Z brs = #zdﬂw—i—w(&
k pair k impair

(¢) La réciproque est triviale d’apres la formule précédente.
On suppose que Q(s) = 0. Alors pour u € Ker(s — id) non nul, on a s(u) u. Puis

e +e(=1 Q1) —-Q(=1)

0= Qs = LLTCEY, D=, g)u. Done Q1) =
De méme, pour v € Ker(s+id) non nul, on a s(v) = —v. Donc 0 = Q(s)(v) = Q(—l)v.
Puis Q(—1) = 0.
Probleme III : 1. Etude d’une fonction
(a) La fonction est C*™ pour x # 0 lorsque 22+ 1 > 0. Donc I =] — 1/2, +o0].

2z — (22)%/2 + o(z?) 3

(b) On a f(z) =z—0 - 1=1-2z+ o(x).
Donc limO f(z) =1= f(0) et f est continue en 0.
T—r

(c) La fonction admet un DL d’ordre 1 en 0 donc f est dérivable et f'(0) = —2.

h(x) x
! = — = —
(d) On a f'(z) = 3 avec h(z) (1 n 23:) In(1 + 2z).
1+22)—22 1 —2x
P 1 ! = .
uis h est dérivable et h'(z) = 01207 132 (1207

Donc h admet un maximum en 0 et h(z) < h(0) = 0 ainsi h(z) < 0.

Donc f'(x) < 0. La fonction f est décroissante (strictement).

Puis f(0) = 1 et liorglf = —1 donc d’apres le théoreme de la bijection continue, il
existe un unique « tel que f(a) = 0.

On obtient une approximation de « par dichotomie : f(1) = In(3) —1 > 0 et
f(3/2) =2In(4)/3—-1<0. Donc 1 < a < 3/2.

2. Etude d’une suite convergeant vers «

(a) On montre par récurrence que Vn € Nyu,, > 0. En effet si u,, > 0 alors u,41 =
In(1 + 2u,,) > In(1) = 0.

(b) On résout g(I) = I. On obtient I = 0 ou f(I) = 0. Donc [ € {0,a}. sont les deux
points fixes.

La fonction g est croissante sur R, g(0) = 0 et g(o) = a. Donc ¢([0, ) = [0, @] est
un intervalle stable. Ainsi par récurrence immédiate Vn € N, u,, € [0, a].



()

La fonction f(x) = g(z)/x — 1 est positive sur [0, o[ donc f(un) = Upt1/un, —1 > 0.
La suite (uy,)n>0 est croissante et majorée. Elle admet une limite par le théoréme de
convergence monotone et tend donc vers a.

On a également g(]a, +00[) =]a, +00[ donc la suite est minorée par .. Puis de méme
Upt1/Un < 1 car f(u,) <O0.

La suite est décroissante et minorée, donc converge vers .

On applique le théoreme des accroissements finis.
2
On a |upt1 — af = [g(un) — g(@)| < | supg’ | [un — a| < Z|up — af car sup g’ =
La] 3 [1,0]
g'(1) =2/3.

Ainsi on obtient par récurrence, |u, — a| < (g) lug — af et Jug —al < 1/2.
def alpha(epsilon = le—4):
x0=1
x1l=np.log (3)
while abs(x1—=x0)>epsilon:
x0, x1 = x1, np.log(1+2xx1)
return x1

3. Etude d’une primitive de f

(a)
(b)

()

Une primitive est dérivable et F” = f. Donc F est strictement croissante sur |—1/2, o
et strictement décroissante sur Ja, +00|.

On a F(0) =0 et F est dérivable en 0.
F(z) _ F(z) - F(0)

Donc = —2—0 F'(0) = f(0) = 1 par définition.
T z—0
On note ¢(t) =In(1 + 2t) + .
n note (1) = In(1 +20) + L
2 1

On obtient en dérivant ¢’ (t) = - = (2t+1)732 (21 +2t) — 1/2) =
1+2t 9711
(2t +1)7%/2(4t + 3/2) < 0 pour t €] — 1/2, —1/4].
1
D’autre part ¢(—1/4) =1n(1/2) + 7 =1/2/2 —1n(2) ~ (1.414/2 — 0.69) > 0. Donc

o(t) > p(—1/4) > 0 dans le domaine considéré.

1 1 4
D H=-In(1+2) 1< (—4)—— —1= 1
one f(t) = 3 (1 +2t) — 1 < (~4) 7= 112t

x 71/4 71/4 4
OnaFJU—F—14=/ tdtz—/ tdtZ—/ —1dt =
@y = [ gwa== [T waz - [ i
—[4/ (1 +2t) = )74 = 4T+ 22 — 2 — 22— 1/4 > —2V/2. Donc F est bornée au

voisinage de (—1/2).

La fonction F' est strictement monotone donc d’aprés le thm de convergence mono-
tone elle admet une limite & droite (et & gauche en tout point).
Or la fonction est bornée donc la limite est finie.



(e) La limite de f en —1/2 est +o00. Donc la primitive F n’est pas dérivable en —1/2.



