DM9 : Algebre linéaire
a rendre le Lundi 10 Juin 2024.

Exercice 1 : 1. On résout par opération sur les lignes le systéme homogene associé a :
3 -2 -2 3 -2 =2
A=|-2 1 2|~ 1 -1 0
5 -3 —4 -1 1 0

Donc z = y = 2z et Ker(f) = Vectr (%) est de dimension 1.

2. Par la formule du rang, on a : rg(A) = rg(f) = dim(R?) — dim(Kerf) =3 — 1 = 2.
Puis A n’est pas inversible donc det(A) = 0.

3 -2 =2 3 -2 =2
3. Par le calcul, on trouve : A2=[2 -1 —2]etA?=|-2 1 2 | =A.
1 -1 0 5 -3 —4

4. On démontre par récurrence la proposition.

Initialisation : Pour n =0, on a A°X = I3X = X et \X = X.

Hérédité : Soit n € N tel que A" X = A" X.

Ona A"T1X = AA™(X) = AA\"X) = \"AX = \"HLX,
5. La relation A% = A devient \3X = AX. Or X # 0 donc A3 = X puis X € {0,1,—1}.
6. On a Fy(f) = Ker(A) = Vectg (%)

Puis X € E1(f) ssi AX = X ssi (A—I5)X =0.

2 -2 =2 0 -2 0 r =2z
A-Ii=[-2 0 2 |~,[-2 0 2|.Donc{y =o0.
5 -3 =5 0 -3 0 J——
Puis E1(f) = Vect ((1))
De méme E_;(f) = Ker(A + I3) = Vect (El) car :
4 -2 -2 2 00 z =0
A+Iz=1-2 2 2 |~ [0 1 1].Doncqy =-=z
5 -3 -3 011 . €R

0
7. Posons v; = (%) , Vg = ((1)) et vy = (_1 ) La famille forme une base B et la matrice

est alors : D = diag(0, 1) car f(v1) =0g, f(v2) = v et f(v3) = —vs.
2 1 0
8. Les matrices de passages sont : P = Matg g, (idg) = [2 0 1 | et Matg, g(idg) =
1 1 -1
-1 1 1
P'=[3 -2 —2|.Cecipermet d’écrire A = PDP!,
2 -1 =2

donc I3 — A = P(I3 — D)P~! = Pdiag(1,0,2)P~! et pour n > 1,(I3 — A)" =
P~tdiag(1,0,2")P
-2 2 2
D’ou apres caleul : (I3 — A" = [ 2n+tt—2 2749 —ontl 49
—ontl ] _gny ] ontlgg
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Exercice 2

1—=z 1 2 1-—
: 1. 1 2—x 3 |=| 1
1 2 3—x 1
1—=x 1 1 2—x
=z| 1 2—x 1|=z| 2
1 2 -1 0
2—x 3

=—z

0 -1

z | par C3 < C3 — Cy — C4

—x

1 01
1 1 0
0 1 1

2 4—
2. La forme du déterminant rappelle le Vandermonde, on a :
a+b b+c c+a a b ¢
a?+b% P+ AH+a?|=(a® ¥ 2
al+b B+ A+ad a® b B
On sait que le déterminant est alors le produit des déterminant.
1 0 1
Par la regle de Sarrus : {1 1 0| =2.
0 1 1
a b ¢

3.

Par le Vandermonde : |a?> % ¢?| = abc(c — a)(c — b)(b— a).
3
a

b P

Donc le déterminant recherché est : 2abe(c — a)(c — b)(b — a).

Par opérations élémentaires, on a :

a+b ab a®+b?
=(c—a)(c=D)| 1 b a+c

a+b ab
b+c be
c+a ca

x‘ = z[(z—2)(x—4)—6] = z(2® —62+2) = 2(x—3+V7)(x—3—V7).

a? + b2 a+b ab a? +b?

V+c?=lc—a blc—a) —a?

A +a? c—b alc—b) 2—b?
a+b ab a®+ b
=(c—a)(ec=D)| 1 b a+c
0 a—b b-—a

1 a b+c

a+b ab a®+b*+ab
= (c—a)(c=b)(a—b)| 1 b atc+b | =

0 1
=(c—a)(c—0b)(b—a)(ab+ bc+ ca)

0

—(c—a)(c—b)(a—Db)

a+b a?+b2+ab
1 at+c+b
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