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Soit E un K-espace vectoriel avec K =R ou C.
On étudie les endomorphismes u € Lk (E).

1 Eléments propres d’un endomorphisme

Définition. On dit que x € E est un vecteur propre pour la valeur propre A € K siz # O et u(z) = Ax.
L’ensemble des vecteurs propres est le spectre : Spg(u) = {\ € K, 3z # 0, u(x) = Az}.
Pour une valeur propre fizée \ € Spg(u), on définit l’espace propre par

Ey(u) = Ker(u — Nidg) = {z € E tel que u(x) = \z}.
Proposition 1.1. Les espaces propres d’un endomorphisme sont en somme directe.

® Ainsi pour Ay, ..., A, des valeurs propres alors tout vecteur € @}_; E\,(u) se décompose de
maniere unique sous la forme x = i:l xp avec u(ry) = A\gTg.

Définition. Si E' = @ \c g,y Er(u) alors on dit que u est diagonalisable.
Une matrice carrée A € M, (K) est diagonalisable si Uapplication linéaire fa : K" — K" x — Ax
canoniquement associée est diagonalisable.

® Si u est diagonalisable alors la matrice de u dans une base de vecteurs propres est diagonale.

® Si A est diagonalisable alors il existe une matrice de passage P € GL,,(K) et une matrice diagonale
D tel que A= PDP~ L.

2 Polynome annulateur

Définition. On dit que P(X) = Y% _, ap X" est un polynome annulateur de u si P(u) = 0.

On appelle polynome minimal de u, un polynéme unitaire, annulateur de u et minimal en degré.
Si il existe, on le note py,(X).

Si E est de dimension finie, on définit le polynome caractéristique de u par x,(X) = det(Xidg—u).

® Le polynéme minimal est unique et si P est annulateur de w alors u,(X) divise P(X).
® Pour A € M, (K), on a:

xa(X) = X" = Tr(A) X" ' 4 ...+ (—1)"det A (1)

On en déduit que Tr(A) = > X et det(A) = [ A sont la somme et le produit des valeurs propres
comptées avec multiplicités.

Proposition 2.1. Si P est annulateur de u alors Spg(u) C Racg(P).

Théoréme 2.2 (Cayley-Hamilton). Le polynome caractéristique est annulateur x,(u) = 0.
De plus, si A est une valeur propre alors :

1 < dimF)(u) < multy(xq)- (2)



3 Diagonalisation et trigonalisation en dimension finie

Proposition 3.1. Un endomorphisme u est diagonalisable sur K

ssi py (X)) est scindé a racines simples sur K

ssi il existe un polynome annulateur scindé a racines simples sur K

ssi Xy est scindé sur K et pour tout X\ € Spyg(u), dimE)(u) = multy(xy)-

Définition. On définit [’ensemble des matrices orthogonales par :
On(R) = {M € M,(R) tel que MTM = I,,} (3)
® Ce sont les matrices de passage P = Matc(B) avec B une base orthonormée et C canonique.

Théoréme 3.2 (théoreme spectral). Si S est une matrice symétrique réelle alors S est diagonalisable
sur R et les espaces propres sont orthogonauzx deuzr o deux.

® Dans ce cas, 'algorithme de Gramm-Schmidt donne une base orthonormée dans laquelle la matrice
est diagonale. Ceci permet d’écrire S = PDPT avec P € O,(R) une matrice de passage orthogonale.
® Les projecteurs orthogonaux ont des matrices symétriques.

® Les symétriques orthogonales ont des matrices symétriques et orthogonales.

Définition. On dit que u est trigonalisable si il existe une base dans laquelle la matrice de u est
triangulaire supérieure.

Proposition 3.3. Un endomorphisme u est trigonalisable sur K ssi x,(X) est scindé sur K.



