2.1 Calcul élémentaire

TD2 : Les nombres complexes - Corrigé

2.1 Calcul élémentaire

Exercice 1
Indication :

On multiplie par le conjugué du dénominateur pour faire apparaitre zzZ = \z|2 qui est un réel
strictement positif.

Solution :
w 5F2_ (G20t 1 12
1—2¢ 1+4 5 )
by 13 _ (T-3)(1-3) _ 1 12
14 3¢ 149 5 5
a a(a — ib) a? ab

) atib a4 b? :a2+b2_a2—|—b21'

a+ib  (a+ib)(b—ia) 2ab b — a?

d — = = + i.
) b+ia a? + b2 az+b%  a? + b2
Exercice 2
Indication :
Pour écrire a + ib = pe'?, on commence par calculer le module avec p = v/ a2 + b2.
a
cos(f) = -
Puis on détermine ’argument en résolvant le systeme g
sin(d) = -
P .
On utilise également la nature multiplicative de Décriture : p1e®® poet?? = (plpg)el(eﬁ'ez).

La formule du produit s’étend aussi naturellement au quotient et & la puissance.
Solution :

a) —3 =3¢,

b) —1+iV3=vI+3 (—1/2 + ¢\/§/2) = 2e2in/3,

0) 22 =2v2 (V22— iv2/2) = 2v/2e /1,
-1 +Z\/§ _ 2€2i7r/3 in/2

d = . =
) \/§+i 26”/6 €

20 . 20
; im/3 ) 20 ) )
0 (1 + z\/§> _ < 2e ) _ (\/567”7/12) — 91035im/3 _ 910,=im/3 car 35 — _1[g].

1—4 V2e—ir/4

£) (14 4)202 = (y/2¢im/4)2021 _ 91010, /5,202Lim/4 _ 91010, /5.5im/4 car 9091 = 5[8].
l4+itana cosa+isina et %ie
8 1 = ——— = —— =¢¥
—itana  cosa—isina e
h) €' 4 e = eF9)/22 cos[(s — 1) /2].
. et +ett et/ 22cos[(s —1)/2] 1 o—in/2

eit —eis  eilt+5)/22jsin[(s — t)/2]  tan[(s — t)/2]
Exercice 3
Indication :

On utilise la linéarité de la partie réelle ou de la partie imaginaire afin de réaliser un calcul
de somme sur C.

Re (Z )\kzk> = Z )\kRe(zk)
k=0 k=0
k=0 k=0
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2.2

Application a la trigonométrie

avec A\ € R des réels et z; € C des complexes.

a) Ona: f: <Z> cos(kf) = Re

Solution :

(1)

= Re [(1 +¢")"] a l'aide de la formule du binéme
= Re[2e"/% cos(0/2)]™ & aide 'arc moitié
= 2" cos™(0/2) cos(nd/2).

o~ sin(k0) L "/ e? \”
b) Ona: Z cosk(6) tm [Z coskﬁl = Im Lz_% (cosH) 1

o \n+1
1— e
cos 6

=Im ” avec la formule de somme des puissances
o
1 - (cos 0)
1 Cosn—i-l 0 — ei(n—i—l)e
= m 3 car € R est réel
cos™ 6 cosf — et cos™ 6
n+1 i(n+1)60
1 cos"t1 g — ei(nt) 0 .
= m — avec " = cosf + isin
cos™ 6 —isinf
cos®  cos[(n+1)0)]
sin cos®@sinf

¢) Ona: Z @Z)(—1)k3k -y (QZL)(—UWM? avec | = 2k

2.2

k=0 | pair
2n
2n l
—ReZ(l>il 3 car i’ € R ssil est pair

1=0
= Re(1+ \/5@)2” avec la formule du binéme de Newton
= Re(22"€2™/3) sous la forme exponentielle
= 22" cos(2nm/3).

Application a la trigonométrie

Exercice 4

Indication :

On peut factoriser acosx + bsinx = Acos(z — ) avec a + ib = Ae'®.

FEzxemple :

Pour factoriser cosz + v/3sinz, on introduit z = 1 + iv/3 sous forme algébrique.

On détermine sa forme exponentielle z = 2¢'™/3.

On écrit alors cosx + v/3sinx = 2cos(m/3) cos(z) + 2sin(r/3) sin(z) = 2 cos(z — 7/3).
Solution :

a) OnaV3+i=2e"/ Donc v3cos(z) + sin(x) = 2 cos(z — 7/6).

x
1
Ainsi V3 cos(z) + sin(z) = 1 ssi cos(z — 7/6) = 5= cos(m/3)
ssia— &= E[Qw] ouz— o= —3[27@
671_ 371- 6 3
- == 277.
bblZ‘E{Q, 6}+ ™

b) Onal+i=+2e"* Donc cosz +sinz = V2 cos(z — 7 /4).
Ainsi cosz + sinz > —1 ssi cos(z — 7/4) > —1/2

T 2r 4w
iz — — T 277,
Ssl @ 46[3,3]4—77

2t mwm 4w 0w
i —+ -, — + - 2wl
SSIIL'G[3+4,3+4:|+7T
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2.2 Application a la trigonométrie

117 197
Si —, —| +2Z.
Sbl$€|:12,12:| s
3 .1 ;
c¢) On éerit 34 V3 = V12 <\2[ + i2> = 21/3¢'™/S.

Donc 3cosz — V3sinz = 2v/3 (cos(n/6) cos x — sin(w/6) sinz) = V6

ssi cos(z +7/6) = g = cos(m/4) ssi x +7/6 € {n/4, —m/4} + 277
ssi @ € {m/12, —51/12} + 20 Z.
d) On a 2sinz.cosz 4 V3 cos 2z = sin(2x) + V3 cos(2z).
De méme, on a V3 + i = 2¢/6,
Donc 2sin z cos x + v/3 cos(2z) = 0 ssi 2[cos(7/6) cos(2x) + sin(7/6) sin(2z)] = 0
ssi cos(2x — w/6) = 0 ssi 20 — w/6 € {n/2, —7/2} + 27Z
ssi 2z € {2n/3,—7/3} + 27Z ssi x € {n/3,—7/6,—27/3,57/6} + 27 L.
Exercice 5
Indication :
Deux méthodes :

1. On peut utiliser successivement les formules de linéarisation d’un produit de deux termes.

eix + e—ix eix _ e—ix
2. On peut utiliser les formules d’Euler cos z = — etsinz = — et développer
i
la puissance.
Solution :
a) A l'aide des formules trigo :
1-— 2

On a sin®z = sian
_sinz  sin(x + 2x) + sin(z — 22)
L2 4
= —sinx — - sin(3x).

A laide des formules d’Euler :

ix _ ,—iT 1 ) ) )
sin® : <62:> = _W(eém —3e™ £ 3¢ — 73
1 6311 _ 673“7 N —3 % _ i 1 ) (3 )+ 3 .

= = ——sin(3z) + - sinx.

(202 2i (202 2i 4 4

. 3
b) De méme, on trouve cos®(z) = 1 cos(3x) + 1 cos(x).
1

¢) Puis sinz cos® z = 3 sin(2x) cos =

1 1 1
= i[sin(Qx +x)+sin(2z —z)] = 1 sin(3x) + 1 sin(x).

1 1

d) Et de méme coszsin®z = ~1 cos(3z) + 1 cos(x).
Exercice 6

Indication :

a) Utilisation des formules d’addition.

b) Utiliser a) et partir de cos(w/2) = 0.

¢) Rechercher les racines du polynoéme du second degré et sélectionner la valeur dans le bon
quadrant.

d) Utiliser les formules d’arc double.

Solution :

a) On a cos(5x) = Re(cosz + isinx)®
. . . . . . -+ 5
= Re(cos® & + 5i cos* zsin x — 10 cos® z sin® x — 10i cos? z sin® x + 5 cos x sin® 4 i sin® )

= cos® z — 10 cos® zsin? z + 5cos zsin® z
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2.3 Résolution d’équations

= cos® x — 10 cos® 2(1 — cos® ) + 5cos (1 — cos? z)?

=16 cos®  — 20 cos® = + 5 cos .
b) On a 0 = cos(r/2) = cos(5.7/10)

= 16 cos®(7/10) — 20 cos®(7/10) + 5 cos(m/10)

= (16 cos*(/10) — 20 cos®(7/10) + 5) cos(7/10).

Or cos(m/10) # 0 donc 16 cos*(7/10) — 20 cos®(7/10) + 5 = 0.
¢) Ainsi cos®(7/10) est racine du polynome 16X? — 20X + 5.

5+\/56t5—x/5
3 .

Les racines sont

8
e : 9 5 5-5
Pour différentier les racines, on remarque que cos”(7/10) > cos®(7w/6) = 3/4 et g <
5 3 ) )
3 <7 Donc on en déduit cos®(m/10) = +8\[’
5 5 1 5
d) On en déduit cos(m/5) = cos(2.7/10) = 2cos?(7/10) — 1 = +4f -1= +4\[. Pui

sin(m/5) = /1 — cos?(mw/5) = 10%2\/5

1 1 16(6 —
_ 16 166 -2V5) 6 —2V/5.
cos?(n/5) 6+ 2v5 36 — 20

Ainsi tan(7/5) = \/5 — 2V/5.

Exercice 7
Indication :

Et 1+ tan*(n/5) =

a) La fonction Arctan : R —] — 7/2, 7/2[ est la réciproque de la fonction tangente restreinte.

On a tanf = x < 6 = Arctanx lorsque z € R et —g <f< g

b) On utilise la formule sur les arguments Arg(z122) = Arg(z1)Arg(z2)[27].
Solution :
a) On écrit a +i = pe'®. Ainsi a = pcosp et 1 = psin.
2
. . 1
Y _ PPRY _ * done ¢ = Arctan (1/a) €] — /2, 7/2].

cosp  pcosy  a
Dans le cas ol a < 0, on a cosp < 0 et sing > 0 donc ¢ €]r/2, 7.

a ™ ™
En particulier, si a > 0 alors cosp = — > 0 donc —3 <p< .
p

On a tany =

1
Ainsi tan(p — ) = tan p = — montre que ¢ — 7 = Arctan (1/a) car p — 7 €] — w/2,7/2].
a

Arctan (1/a) sia >0

Arctan (1/a) +msia<0

b) On a Arctan (1/2) 4+ Arctan (1/3) = Arg(2 + i) + Arg(3 + i) d’apres a)
= Arg((2 +4)(3 + 7))[27] par opération
= Arg(5 + 5i) = Arg(5e'™/*) = 2[277].

En conclusion, ¢ = {

Ainsi Arctan (1/2) + Arctan (1/3) = % + 2k7 avec k € Z.
Or Arctan (1/a) €] — 7/2,7/2[ donc Arctan (1/2) + Arctan (1/
En conclusion, on a établit que Arctan (1/2) + Arctan (1/3) =

3) €] —m,m[ dou k=0.
f

T

2.3 Résolution d’équations

Exercice 8
Indication :
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2.3 Résolution d’équations

On utilise la méthode du discriminant A = b* — 4ac € C.
Il faut désormais trouver les racines carrées § € C telles que 62 = A.
Hormis les cas immédiats, on raisonne sur l’écriture trigonométrique :

Si A = pe'? alors 6 = :I:\/ﬁew/z.

Sinon on peut utiliser 1’écriture algébrique :

22 —y? =A
Si A=A+ iB alors § = x + iy vérifie le systeme ¢ 2zy =B .
2’ +y? =VA2+ B2
—-b—6  —b+9
On applique alors la formule classique des racines 3 et 2+ .
a a

Solution :

a) On calcul le discriminant de 1’équation 2% — V3z—i=0.
A = (V3)? —4(—i) = 3+ 4i = (a +1ib)%
a>—b =3
On résout le systeme < 2ab =4 .
a?+bv° =V9+16=5
On obtient ab = 2, a’®=4etb?=1.
Donc a + ib = £(2 + 1) sont les racines carrées de A.

V3—(2+4) V3-2 1. V3+2 1.
= — =1 et + —.
2 2 2 2 2

b) On calcul le discriminant de I'équation 2 — (2 44)z + (i +7) = 0.
A= (2442 —4(i+7) = —25= (5%

Les racines de 1’équation sont

2+14)— 5@ 2+14)+ 58
Les racines sont % =1-—2¢et % =1+3
¢) Le discriminant de 2* —iz — (1 +1i) =0 est A =42 +4(1 +i) = 3 +4i = (2+1i)%.(idem a) )
(94 (24
Puis les solutions sont % =—1let # =1++1.

d) Le discriminant de 322 4 (1 —5i)z+6i —2 = 0 est A = (1—5i)? —4i(6i —2) = —2i = 2¢%/2,
Donc les racines de A sont § = +/2e37/4 = +(—1 + ).
—(1 = 5i) — (=1 +1)

Les solutions de ’équation sont 5 =2
i
ot —(1—52)4.—(—14—2) _ 32.—1 3
27 7
e) Le discriminant de (2 +1i)2? — (5 —4)z + (2 —2i) =0
est A= (5—14)> —4(2+i)(2 - 2i) = —2i = (—1 +i)*.(idem d) )

(6—i)—(=1+414) 3—i (B—i)(2—1i)

Puis les solutions sont 22 +1) =5yi= T+1 =1
t(5—1’)4—(—14—2’) 2 2(2—4) 4 22_
[§] = = = — — —7.
2(241) 2+1 441 5 b
f) Le discriminant de z? + (2 — 4i)z — (3 4+ 4i) = 0 est A = (2 — 44)? +4(3 + 44) = 0.
2 —4i
Donc il existe une unique solution — 5 ‘- + 2i.
Exercice 9
Indication :

Pour les équations non standards, on peut essayer suivant ’écriture algébrique z = a + ib ou
I’écriture trigonométrique z = pe’® afin de traduire Péquation sur C en deux équations & deux
inconnues sur R.

Solution :
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2.3 Résolution d’équations

a) On introduit z = a 4 ib € C sous forme algébrique avec a,b € R.
Onazz+3(z—%)=4—3issia®+b>+6ib=4—3icar 22 = |z]* et 2 — 2 = 2Imz

et =4 |a® =4-1/4=15/4

SS1 SS1 .
6b -3 b =-1/2

V15 —i ot V15 + i

2 2
b) On introduit z = a + ib € C sous forme algébrique avec a,b € R.

Ona:(1—i)z—3iz=1+4issi(1—1i)(a+1ib)—3i(a—ib)=1+4i
ssi(a+b—3b)+(b—a—3a)=1+4

Donc les solutions sont

—2b =1 —92% =1
ssi “ ssi “ avec Lo < Lo + 2L
—2a+b =4 —3b =6
Donc 'unique solution est z = a +tb = —3 — 2i.

¢) On remarque que z = 0 est une solution évidente puis on introduit z = pe? € C* sous
forme trigonométrique.
Onal|z|=z+Zssi p=2pcosf car z+ z = 2Rez
ssi cos =1/2 car p #0
ssi @ € {n/3, —7/3} + 27Z.
Les solutions sont donc les demi-droites
Dy = {t(14iV3) pour t > 0} et D_ = {t(1 — i7/3) pour ¢ > 0}.

) 1
d) Soit z = pe? € C—{0}. On a |z| = ‘z‘ =|1— ]

1 . _
ssip==—=[1—pe|ssip=1et|l—e? =1
P

Or |1 — €| = | — 2isin(0/2)e’/?| = 2| sin(0/2)].
Donc |1 — e%| = 1 ssi sin(6/2) € {1/2,-1/2}
ssi 0/2 € {r/3,—7/3,27/3, —27/3} + 27Z

ssi 0 € {27/3, —27/3} + 2nZ

, —1414v3
2ir/3 _ +iv3 ot 2

s —1—iV3
2 ==t = 7Z\f.

Donc les solutions sont j = e 5

Exercice 10

Indication :

Pour résoudre les équations du type "z = constante”, on commence par écrire la constante
sous la forme trigonométrique (Méthode Exercice 2).

Puis & l'aide des racines de 1'unité U,, = {eQik”/" pour 0 < k<n-—1},ona:

n

2" = pe'? ssi Jw € Uy, 2 = w /ped/™

Solution :
a) Ona 20 =1—i=+2e"/4
ssi Jw € Ug, 2 = w2/ 12e7im/24
Donc 'ensemble des solutions est
{21/12647i7r/24; 91/12,7im /24, 91/12,,15im /24, 91/12 ,23im /24, 91/12 Blim /24, 21/12639m/24}.
b) Ona (z+1)% = (1 +iV3)* = (27/3)* = 2%¢4/3
ssi Jw € Us, z + 1 = w2?/8ei7/6
ssi 3k € [0,7], z = V2e'™/6+ikT/4 _q,
Donc I'ensemble des solutions est
{\/ﬁem/es 1 V/2E5IT/ 12 1 /22073 1. 21 /12
V2ETIT/6 _ 1. \[2e1TIT/12 _ 1. \[350/3 _ 1. \[223im/12 _ 1.
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2.3 Résolution d’équations

5 V341 263 i /6
- \/§+i T 9eim/6
ssi Jw € Us, z = we'™/3°

c) Onaz

L’ensemble des solutions est {ei”/30; e131m/30, gin /6. 3Tim/30, 649”/30}
d) On résout sous forme algébrique 2% = (a + ib)* = —40 + 42i.
a? = b* = —40
Donc on a le systeme < 2ab =42
a’ +b° = /402 + 422 = 58
Puis on trouve a? = 9,b% = 49 et ab > 0. Ainsi z € {3 + 7i; —3 — 7i}.
e) Ona 2’ +1=0ssi2°=—-1=¢"

ssi Jw € Us, 2 = we'™/3.

Donc les solutions sont {71, /3 e*”/?’}.

1414 1—14
f) L’équation Z% — Z +1 = 0 admet pour solution { +22\/§; 2“/3}
Donc 28 — 23 + 1 = 0 ssi 2% € {&™/3;e7™/3}

iw/9 —im/9

ssi dz € Us, 2z = we ou z = we

Donc les six solutions sont {e”/g; eTim/9, g=5Im/9. =i /9. o= Tim /9. 65”/9}.

Exercice 11
Indication :
On essaye d’adapter, suivant le contexte, les méthodes vu dans les Exercices 8, 9 et 10.
Solution :

a) On note Z = 2° et on commence par résoudre Z2 + (7 —i)Z — (8 + 8i) = 0, équation du

2nd degré.
Le discriminant est A = (7 —4)? + 4(8 + 8i) = 80 + 18i.

a®—b =80
On recherche § = a + ib tel que 62 = A. 1l vérifie { 2ab =18

a? +b% =2V402 481 =2 x 41 =82
Donc a? = 81 et b? = 1 puis § = +(9 +i).

(7 =) — N .
AinSiZG{ ( 2)2 (9+Z>, @ Z);(gﬂ)} = {-8;1+i}.
Puis I'équation 2* = Z = —8 = 8¢'™ a 3 solutions {2¢™/3, —2,2¢7"/3}.

Et équation 2% = Z = 1+i = v/2e"™/* a 3 solutions {21/0ei™/12 91/69m/12 91/6 1Tin/12y
L’équation initiale a donc 6 solutions distinctes.
b) Ona(z—1)"=(2+1)"ssi w e Uz,z— 1 =w(z+1)

1

ssi Jw e Uy — {1},2 = clujw avec w # 1

' eZirrk/7 41
ssi dk € [1,6H,Z = —m
_ e cos(km/T) i
ek T2isin(kn/7)  tan(km/7)
Puis on obtient les six solutions { ! ! i ! i = }

* tan(7/7) tan(m/7)” tan(27/7) " tan(27/7) tan(37/7) tan(3w/7) "
4
2 1
¢) Pour € C— {1} ona (22 +1)* = (2 — 1)* ssi (sz1> =1
2 1

ssi Jw € Uy, s =w

z—1

N.Provost LMB-PCSI1



2.4 Géométrie

w+1
i dwe{l,-1,i,—i},z = ——
ssi Jw € {1,-1,4, —i}, = 3
1 1 1 3 1 3
Donc les solutions sont {—2,0, i = + } ={-2 — 137 “F + @g}
1 t et .
d) Soit 2 € C, on a 2" Al an(w) = /COS(QP) = el

T1- itan(p) e~/ cos(—p)

k
(Oé+7r)) pour k € [0,n —1]}.
z+z’>” _ i VT,

ssi z € e2/"U,, = {exp(

1= \f2e—in/4

e) PourzGC,ona(

z—1

. Z+1 .
ssi dw € U, - = wel™/2n
.

ssi Jw € Uy, 2z + i = we'™ 2" (z — i)

ssi Jk € [07,” _ 1]]’ Z( 2ik7r/n+i7r/2n) R ie?ikﬂ/n+irr/2n
1 2ikm /n+imw/2n

ssi Ik € [0,n —1], 2 +e

21k7r/n+z7'r/2n -1

Puis avec Iarc moitice, Zl + eZikm/nin/2n 2cos(k7r/n + 7/4n) _ cos|(4k + 1)7r/4n]'
cZikr/ntin/zn 1 'Y sin(kw/n +7/4n)  sin[(4k + 1)7/4n]
f) Soit z € C. Onnote Z = 2". On a 2*" — 2" 4+ 1 —i = Z> — Z + 1 — i est une équation du
2nd degré.

Son discriminant est A =1 —4(1 — i) = —3 4 4i = (1 + 2i)*%.

1—(1+22) 1 1+ 22
DoncZG{ (2+ Z), +(2+ Z)}:{—i,l—i-i}.
. 4k — 1)1
Puis 2" = —i = ¢ /2 ggi Z = exp ((2)m> pour 0 <k <n-—1.
n
. 8k + 1)1
Et 2" =14i=v2e"/* ssi 2z = 2{L/§exp<(jl_)m> pour 0 <k <n-—1.
n
2.4 Géométrie
Exercice 12
Solution :
a) On a Z+Z_ € U ssi Z+Z,‘zlssi |z 4| =]z — 1

ssi(z+i)(z+1)=(z2—19)(z—1)

s (2 4)(z— 1) = (= — 1) (5 + 1)

ssizZz—i(z—2)+1=z2z24i(z—2)+1
ssiz—Z=0ssi Im(z) =0ssi z€R.

l—z l1-z—iy (1—z—iy)(l+iz+y)
1—iz 1—iz+y (I1+y)?+a?
_(A-zty +ilz—y—2®—y?)

a (1+y)? + a2 '

b) On peut écrire z = z + iy. Puis

1—
Ainsi 1 © cRssiz— y — 2% — y*> = 0 (la partie imaginaire est nulle)

1 1 2
ssi (x —1/2)% 4 (y +1/2)* = 1/2. Le cercle de centre (5, —5) et de rayon %

Z ciRssil—a+ y = 0 (la partie réelle est nulle)

1—
¢) De méme T

ssi y =  — 1. La droite qui passe par (1,0) et est dirigé par le vecteur (1,1).
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2.4 Géométrie

Exercice 13
Solution :

a)

On note z = x + iy # i. Les points sont alignés z,i et iz sont alignés
L2 =1z . z—1z
ssi ERSSlIHl( ‘>:0

Z—1 Z—1

Or =% _ @+ -0 [ty +ily —a)]lr —i(y —1)]

z2—i x+iy—i 2?24 (y —1)2
_(t+y)d-y+y—a)
a? + (y —1)? '

Cette quantité est nulle ssi (z +y)(1 —y) + (y —z)z =0
ssia?+y? —x—y=0ssi (x—1/2)%+ (y—1/2)2 =1/2 = (vV2/2)2
Donc Pensemble de solution est le cercle de centre (1/2,1/2) et de rayon v/2/2.
-1
La condition 1, z et 1 — z alignés donne _fT - _eR
(1-2)-1

z—1
ssi

1 1
€Rssi—1+—-cRssi—cRssizeR" .
z z

Dans le cas ol z € R*, on a bien 1,z,1 — z,1/z € R sont dans I'axe des abscisses.

Exercice 14
Solution :

a)
b)

Soit € C. Ona f(z) =zssi 22+ 24+ 1=2zssi 22 +1=0ssi z € {i,—i}.
Soit z =z +iy € C. On a f(z) € Rssi Im[f(2)] =0

ssi Im[2% 4 2 + 1] = 0 ssi Im[2? — y* + 2izy + o +iy +1] =0
ssi2zy+y=0ssi (y=0ou2x+1=0)ssi (y=0o0ux=-1/2)

C’est I'union de deux droites.

Soit z € C — {1}. Les points d’affixes A(1), M(z) et M'(f(z)) sont alignés
ssi (AM, AM’) = 0[]

ssi Arg <f(z)—1> = 0[n]

z—1

2
z z
ssi Im ( +1 ) = 0 car c’est un réel.

224z 2% —y? + 2izy + = + iy
Orlm(z_1>1m< 1ty >
:Im<[($2—y2+w)+i(2wy+y)][(x—1)—iy]>
(o= 12y
_ @ay+y)(@—1)—y@® —y* + 1)
(x—1)2+ 92 '

Cette quatitée est nulle ssi (2zy +)(z — 1) —y(z? —y*> +2) =0
ssiy2e® —x—1—2?+y> —2]=0ssi (y=0oua®—2x+y*=1)
2

ssi (y=0ou (z—1)2+9>=2".

Cest donc I'union de la droite des abscisses et du cercle de centre (1,0) et de rayon v/2.
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