TD3 - Corrigé

Exercice 1
Indication :
On peut utiliser les regles algébriques des fonctions exponentielles et logarithme :

logy, (zy) = logy () + logy ()
b*TY = b x Y
Solution :

a) Soit x € R tel que = > 2.
Ona:2In(z+1)+1InBz+5)+1In(2) =In(6x +1) + 2In(z — 2)
ssi In [2(z + 1)%(3z +5)] = In [(62 + 1)(z — 2)?]
ssi 2(z +1)2(3z +5) = (62 + 1)(x — 2)? ssi 62° + 2222 + 262 + 10 = 62° — 2322 + 20z + 4
ssi 4522 4+ 62 + 6 = 0 ssi 1522 + 22 +2 =0 avec A = —116 < 0.
L’équation n’a pas de solution réelle.
b) Soit z € R. On pose y = e” € R}.
Onae —2e* —3=0ssiy? —2y—3=0ssiye {3 -1}
ssiy=3cary>0ssie®* =3ssix=1In3.
¢) Soit z € R. On a 5% — 5F! 4 23271 = 0 ssi 57(1 — 5) = L2537
ssi 8.5 = 23% ssi In(8) + 2 In(5) = 3wn(2) ssi v = g0y
d) La fonction f(z) = vz + 2+ vz + 3+ /= + 6 est définie et continue sur [—2, +o00].
Elle est strictement croissante en tant que somme de fonctions strictement croissante.

Donc elle réalise une bijection continue de [—2, +o00[ vers [f(—2), lim s f]= [3, +00].
Ainsi I'équation f(z) =3 = f(—2) admet une unique solution x = —2.
e) Soit z,y € R . Le systeme est équivalent a :
T4y =520 . |Jz+y =520
{loglo(xy) -4 {xy — 10* = 10000
Donc {x,y} sont les racines du polynémes X? — 520X + 10000 = (X — 20)(X — 500).
Il y a deux couples de solutions (20, 500) et (500, 20).
f) Les deux derniéres équations donnent :
e®eve” = ef Jr+y+=z =6 . Jz+y =3
{111(3963?4) —zl(3) {(x Yy— @) =0 { —3
Puis la premieére équation fournit le systeme :
2T 42 +23 =15 |22 42¥ =15-8=7
z+y —3 T omy 93y
Donc {2%,2¥} sont les racines de X2 — 7X + 8.
Ainsi {27,27) = (1=fTF, ()

OH a (xaya Z) € {(10g2 7_%/ﬁ710g2 7+%/ﬁ73); (10g2 7+§/ﬁ710g2 7—%/ﬁ’ 3)}

Exercice 2
Indication :
On déterminer le domaine de dérivabilité des fonctions. On calcul la dérivée en préférant des
écritures multiplicatives. On détermine son signe a ’aide de tableau de signes.
On en déduit les variations et on calcul les limites aux bords des intervalles de définition.
Solution :
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a) La fonction f(z) = +1In ( o=l ) est de classe C™ sur |4/3,4+00[ par opérations.

3z—4
Pour > 3/4,f(z) = /2 + In(x — 1) — In(3z — 4) donc f'(z) = 1/2 + ﬁ - 39c3—4
_ (z=1)(Bz—4)+2(B3z—4)—6(z—1) _  3z>—T7z+2
- 2(z—1)(3z—4) T 2(z—1)(3z—4)
Le polynome 322 — 7z + 2 s’annule en 2y = 752 = 1/3 et 25 = 75 =2

Donc f est strictement décroissante sur |4/3, 2] puis croissante sur [2, +ool.
De plus limy,3 f = 400, f(2) =1 —1In(2) et lim; o, f = +o0

x —00 1/3

f(z) 4

b) La fonction f : z — L=Z est de classe C* sur R—{3}.Ona f'(x) = Qe-D)(@=3)-1@"~z) _

x—3 (I_3)2
m2761+3
(z—=3)%
Les racines de 22 — 6z + 3 sont 3 + /6 avec f3+ \/6) =1+2V6.
Les limites au bornes sont lim_ ., f = —oo = lims- f = —c0

et limy o, f = 400 = limgz+ f = +o0.

x —00 3-v6 3 3+6 +00
1-2V6 oo +oo
f@) - ~ ~ —
—00 —00 1+2V6
¢) La fonction f(z) = & — zf_l est de classe C*° sur R — {—1,0}.
— —(x 24443
Ona f'(z) = 32 + i =2 ;;&LSQ

Le numérateur est 423 — (z + 1)? = 42® — 22 — 22 — 1 = (z — 1)(42? + 3z + 1) avec
42* 4+ 3z +1 > 0.

T —00 -1 0 1 +00

+00 +oo | +

00 0
f(x) 7 / I /
-3

d) La fonction f(x) = In(x2 + 1) est dérivable sur R et f/(x) = -2
x2+1

x —00 0 —+00

“+00

+00
f(z) \ ; /

e) La fonction f(z) = 2In (e + 1) est de classe C* sur |0, +o0].
Ona f/(z)=In(e+ 1)+ 2012 n(1 + ex) — In(z) — L

e+(1/z) ex+1
. _ e 1 e _ ex(ld+ex)—(1+ex)’—ex _ (ex)’—(lt+ex)®  _2ex—1
Puis f"(z) = I+ez ~ =z~ (ea+D)? — = e:i’c(lJreas)2 = z(ltex)? T z(ltex)? <0
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f) On a % > 0 ssi z €]0,2[.

. z3 ! 3z2(2—x)+z° 6x2—2x3 222 (3—x
Puis (ﬂ) = i = Sk = Tl <.

3 ’ . .
Donc z +— 5 est décroissante sur ]0,2[ et ¢ V/t est croissante.
7 3 ; .
Donc la composée z +— 4/ 5~ est décroissante.

Exercice 3
Indication :

On remplace les fonctions hyperboliques par leurs définitions :

e’ +e " et —e " shx e —e™7
ch(z)=——,sh(z) = —— et th(z) = —= ———

(2) 2 (z) (z) chx e*4e®
Solution :

9 2 (eFqem®)? (e"—e™

a) Onach“z —sh“z = 1 - 1

_ PT44e " 20_giem2 4 1

= 1 1 —1-

w)2

b) On a chzchy +shashy = (ez+eiz)4(ey+eiy) + (ez_eim)zl(ey_eiy)

_ er+y+erfy+efw+y+efrfy + em+y_ew7y_efr+y+cfmfy
- 4 4

= 780”%287%&’ = ch(x + y).
¢) On peut dériver ’équation précédente par rapport & x avec y constant.
Onash(z+y) = ch(z+y) =L (chachy+shashy) =shachy + chashy.

_ sh(z+y) _ shaxzchy+chzshy _ chachy(thz+thy) _ thz+thy
d) On a th (.I' + y> ~ ch(z+y) = chachy+shashy chzchy(l+thzthy) — 14thazthy”

e) On a ch(2z) = ch (z + z) = ch?(z) + sh*(x) d’apres b)
=1+ sh?z +sh?z =14 2sh?z avec ch?z = 1 4+ sh?z d’aprés a)
=2ch?z — 1 avec sh?z = ch?z — 1 d’apres a)
f) On a sh(2z) =sh(z + z) = 2shazchz d’apres c)
Exercice 4
Indication :
Les fonctions sont des réciproques sur certains domaines. Hors de ces domaines, il faut utiliser
la périodicité des fonctions circulaires.

Arcsin : [-1,1] = [-7/2,7/2]
Arccos : [-1,1] — [0, 7]
Arctan : R =] — 7/2,7/2]
Solution :

a) Soit x € [—1,1]. On a Arcsin x+Arccos x = /2. Donc Arcsin x—Arccos x = 2Arcsin z—7 /2.
Puis Arcsinx — Arccosz = 2Arctan 2z — 7/2
ssi 2Arcsinz — 7/2 = 2Arctan 2z — /2 ssi Arcsinz = Arctan 2z
ssi tan Arcsinz = 2z. Or sin Arcsinx = x et cos ASz = /1 — 2.
ssi i =2z ssi w =0 ou v1—22 =1/2ssi 2 € {0, V3/2,—/3/2}
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b) On a tan(a + b) = {anattanb qonc tan(Arctan 2z + Arctanz) = 2212

I—tanatanb 1—227"

Puis Arctan 2z + Arctanz = 7/4[n] ssi 245 =1 ssi 3z =1 — 222

ssi 222 4+ 3z — 1 = 0 ssi @ € {317 =34/1TY
¢) On a z = sin (Arcsin (4/5) + Arcsin (5/13))

= sin(Arcsin (4/5)) cos(Arcsin (5/13)) + cos(Arcsin (4/5)) sin(Arcsin (5/13))

=4/5\/1—(5/13)% + /1 — (4/5)?5/13 = (4/5) x (12/13) + (3/5) x (5/13) = &.
d) On a sin (2Arccos (cotan(2Arctanx))) = 0 ssi 2Arccos (cotan(2Arctanz)) € nZ

ssi Arccos (cotan(2Arctanz)) € (w/2)Z N[0, 7] = {0,7/2, 7}

ssi cotan(2Arctan x) € {cos0,cos(w/2),cosn} = {1,0,—1}

ssi 2Arctanx € {w/4,7/2,3r/4} + 7Z

ssi Arctanx € {r/8,7/4,37/8} + (7/2)ZN] — 7 /2,7 /2|

ssi ¢ € {tan(—37/8), tan(—n/4), tan(—=n/8), tan(n/8), tan(w/4), tan(37/8)}

ssix € {_Tl, —-1,—t,t,1, %} avec t = tan(r/8).

Exercice 5

Indication :

On utilise la formule de la dérivée d’une composée. Si A =go favec f: I > Retg:J —>R
dérivables telles que f(I) C J alors A est dérivable sur I avec A’(z) = f'(x) x ¢'(f(x)).

Solution :
a) On ash : R — R et Arctan : R —] — 7/2,7/2[ de classe C*
Donc A(x) = Arctan (shz) est dérivable sur R et A'(z) = 141111129; = Cﬁlffw = 3=

b) On a In dérivable sur ]0, +oo[ et pour z € R,shx > 0 ssi z > 0.
Donc B(z) = In(shz) est dérivable sur |0, +oo[ et B'(z) = $£ = .

¢) Pour z € R,1+2%2>1>0donc 0 < H% < 1. et Arccos dérivable sur | —1,1].

Donc C(z) = Arccos (ﬁ) est dérivable sur R*.
/ _ —2x —1 _ 2z 2z
OnaC (fL') = (1+=2)2 \/1_( 1+1 5)? - (1+22)Vi+2z2+ar—1 (1422)v2x2+zt

d) La fonction In est dérivable sur |1, +oo[ & valeurs dans ]0, +-o0[.
La fonction ¢ ~ /t est dérivable sur ]0, +oo[ & valeurs dans |0, +oo].
La fonction sin est dérivable sur R.

Donc la composée D est dérivable sur |1, +o00[ et D' (x) = %2\/inﬁ cos(VIn ).
e) On asinz > 0 ssi z €]0, 7[+27Z.
Donc la fonction f(z) = e® In(sinz) est dérivable sur |0, 7[+27Z
et E'(z) = e”In(sinz) + e” 22 = ¢” (Insinz + )
f) Onalnz €] — 1,1 ssi z €]1/e, €.
Donc la fonction F(z) = Arccos Inx est dérivable sur |1/e, e[ et F/(z) = + ——%

T \/1-In?z

g) On écrit G(x) = 2271 % = exp (Arcsin x Inz) la fonction est dérivable sur 0, 1]

Puis G'(z) = (ﬁ Inz + Arcsinz 1) exp (Arcsinzlnzx) = ( ne_ 4 w) ghAresine

Woet B V-7 E
h) On écrit H(z) =1In \/jﬁ:ﬂi = 1In(1+sinz) — In(1 — sinz).

Onal+sinz>0ssisineg# —1ssix¢ —n/2+27Z
Et 1 —sinz > 0ssisine # 1ssix ¢ n/24 272
Donc la fonction est dérivable sur | — 7/2, 7 /2[+7Z

1

/ _ cos T _ — Ccosx _ 2cos _
et H (LL') " 2(1+sinz) 2(1—sinz) ~ 2(1-sin’z = cosz’

i) Ona% >0ssi(1—y)(1+y)>0ssil—y?>0ssiye]—1,1]
Puis cosz €] — 1,1[ ssi z ¢ {0, 7} + 27Z ssi z €0, w[+7Z
Donc cos est dérivable sur 0, 7[+7Z & valeurs dans | — 1, 1]
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La fonction y — 1= est dérivable sur | — 1, 1] a valeurs dans R7 .
La fonction v est derlvable sur R & valeurs dans R*

La fonction Arctan est dérivable sur R. Donc la composée est dérivable sur |0, w[+7Z.

De plus, I'(z) = — sin z 2 L L
9 T-—cosa
(14cos )2 2\/% zgs; I+ 7o
sinx __ _sinxz __ + 1

o \/(1+cosz)(1—cosr)[1+cosm+1—cosm] T 2fsinz] T

Exercice 6

Indication :

Pour établir une identité du type A(z) = B(x) qui dépend d’un parametre réel, on peut
étudier la fonction f(x) = B(x) — A(x) a Paide de sa dérivée.

Solution :

La fonction f(x) = 2Arctan (thz) — Arctan (sh 2z) est de classe O sur R

et f ( ) chlzm 1-‘,—th2 —2ch (Q.I)m

= m ﬂ car 14+sh?=ch?

=0 car ch®z + sh?z = ch (2z).

Donc f est constante et vaut f(0) = 0.

Ainsi pour tout z € R, f(x) = 0 et 2Arctan (thz) = Arctan (sh 2z).
Exercice 7

Indication :

On essaye d’appliquer d’une part la formule du binéme de Newton et d’autre part celle de
Leibniz.

Ces deux formules font apparaitre les coefficients binomiaux et permettent de construire des
identités nouvelles.

Solution :

Le polynome se développe en f,,(z) = 2" >} _, (") => o ( ) 7tk 3 Paide de la formule
du bindéme de Newton.

Donc en dérivant la combinaison linéaire : fln)(a:) =Y (D) %

Le coefficient dominant est a,, = (') (2:!)!.

. . . C p(n) o n\ nlz"~F nl(z+1)*
En dérivant le produit avec la formule de Leibniz, on a : fn™/(z) = >, _, (k) R R

=2k ()”'xn;Zlo()xl
= Yo<i<h<n ™ (3) (P
Le coefficient dominant de 2™ est a,, = >_;_, n! (”)Q(Z) =nl> (2)2

Ainsi en identifiant les coefficients dominants, on trouve 4 = ( ) >oreo (Z)
Exercice 8

Indication :

On évite de faire la dérivée n-ieme d’un produit et on préfere faire la dérivée n-ieme d’une
combinaison linéaire.

Pour cela, on peut décomposer en élément simple certaine fraction.

Sif(z) = % alors il existe des constantes A, B telles que f(z) = m_—Aml + mfw.

Solution :

On o f(2) = gy + sy puis /(&) = ez + oyt
—-1)"n! —1)"n!
Ona glz) = 2% 11 B 21 x+1 donc ¢")(z) = 27 (((x+171))n+1 - (g:—lz'))’”rl)

x
(=1)"n! ntl
= ((z+z il) (=1)"n!Im (%)
= 2+1)n+1 < i 7L+1 Z)kxnlefk)
= % 2k impair (";CH) (32)(k=1)/2gn+1=k car ik € {R* ssi k impair.

n+1 n _ n _
= ((QCQ_ZWZIC 1mpa1r( ;:1)(7 )(k 1)/2I’ =k
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