TD4 - Corrigé

Exercice 1
Indication :
On utilise la linéarité et les formules de référence.
Solution :

a) On asin(2z — §) = 4 (' cos(2e — 7/6))

) Ona sy = i (tan(e +7/2)

c) Onasm(m):%:i(g_sir}%)

d) On a cos?(z) = W — dz( +sm2r)

) Ona g = 5z +5/2)7% = & (e +5/2)7%)
f) On a tan?(z) = 1+ tan? x—lza(tanx—x)

b

e

Exercice 2
Indication :
On met en place la formule f fg=1[Fg)® f Fg'.

On utilise la regle ”Arctan Log Polyndéme Exponentielle Sinus” pour le choix de 'IPP.
Solution :

) fiy t2etdt = [te t]l — [ 2te! dt
= [2e']) — [2te!]} + [y 2t dt
= [t%e']g — [2te"]g + [2€']g
[(t272t+2) e =e—2.
b) [? ? costIn(1 + cost) dt = [sintIn(1 + cost)]T/* — foﬂ/Q sin t=22L dt
=0— O+J‘W/21 coqtdt

1+cost

= OW/Q 1-— costdt car 1 —cos®t = (1 — cost)(1 + cost)
=[t—sint]/?=7/2-1.
2 In 1_

) J; (Ht) dt =[5 111(1 + O - fy Tt

=In(2 1“3 + f T3 +1 dt en décomposant en éléments simples
= In(2 ) 11123 + [1nt —1In(t+1))2

—3m2—§m3

T tet sin(2t) dt = Im ﬂte(l‘*?i)t dt
0
e(1+27‘,)t " - (1+2@)t
=Im ([ S0 - e dt)

_ e(1+2i)t e(1+27)t
= Im ([t 1+2¢ (1+2¢)2}0

_ _1 _ _m_ 1 1
=Im(7me" g — €T g+ —3+4z>
x1-2i r—3-4i | —3—4i
= Irr21 (76 5 %t~ )
- T & T 2
= 5 et + 55e 5
Exercice 3

Indication :

Une primitive de  — f(z) sur un intervalle I est donnée par
= [ f(t)dt avec a € I une borne fixée.

Solution :

. 1t
a) Pourt € R, ona fot(x + e *dx = {(x +1)e— —1 e 1')2 =—(t+2)e " +2

@ x t
b) PourtG]Ronafg(x2+x+1)62””dx: [(x2+z+1)%f(2x+l)%+2%} .
0
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f) Pourt € R%, on a flt\flnxdx = [22%2Ina]} — flt 223/2L Ay
=2tVtlnt — 2[22%/2]} = 2t/tInt — 2(tvE— 1)

g) PourteR,onafOe cos xdx:fo “’%dx—%[ N+ 31
avec I = fot e” cos 2z dz = [e” cos(2x) — e®(—2sin 2z)] + fo (—4cos2x)dx
= el(cos2t — 2sin2t) — 1 —41.
Dol I = Lef(cos2t — 2sin2t) — 1
Puis fg e cos?x = fe' + {5e’(cos2t — 2sin2t) — 2

h) Pourt € R%,onal= flt 1. sin(lnx) dz = [zsin(lnz)]] — flt zx cos(Inz) dz
tsin(Int) — [z cos(Inz)]} + f1 —sin(lnx))dz tsin(lnt) — tcos(lnt) +1 -1
Donc I = $(tsin(Int) — tcos(ln t) +1).

Exercice 4

+ 224z+1]e*®

- 2 + 1 ¢
1

- 0

a I’aide de l'intégration par parties itérées

e%x
T

PourteR,onal = fot e”sinzdr = [e®(—cosx) — e”(—sinz)]§ + fo

Ainsi I = ef(sint — cost) +1 — 1.
Puis I = $(e(sint — cost) + 1)

Pour teR,ona fot zArctanxdx

fo z 1+w2 dx & l'aide d’'une IPP

= 1t?Arctan (t) — 3 fo ( — 1+£2> dz

= 1t?Arctan (t) — 3t + 2 Arctant.

Pour t € R%, on a flt LIn*zdz = [zln® 2]} — fltx%ﬂnxdm
=tln’t —2[zlnz — 2]} = tn®t — 2tInt + 2t — 2

=% Arctana:

Indication :

b

On applique la formule ff(f)) flu)ydu= [ f(e(x))¢ (x) dz avec {Z

a)

Solution :
On réalise le changement de variables u = /1 + z et du = 2\/%.
Onaf3m1+r :f\/mu22_1d
- f2 Vi ﬁ o T+1 du

=[nfu—1]—Infu+ 1)y

_ VIiti—1
=In (\/m_'_l) —In3
dz

On réalise le changement de variable u = /7 et du = Vi
On a ff x1/22VE dy = flﬁ 22 du

=2 flﬁ exp(uln2)du

_ o2V 2
21n2

On réalise le changement de variable u = cosx et du = —sinz dx.

t sinx
On a fﬂ/Q

l—cosx
_rcost _dq
—Jo 1—u
= [In|u — 1]]§>5*
= In(1 — cost)
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d) On réalise le changement de variable u = sinx et du = cosx dz.

Pour t €]0, 7r[ on a 7r/2 Zf’lfz L da

_rt 1— bln x
= Jrj2 o2 ; (coszdx)

sint 1_
1

1sint(u2 B )du

— -2

=2~ —sint.
e) On réalise le changement de variable w =1+ 1Inz et du = %

Pour t > 1/e, on a flt —AHT . dg

(14+Inz)3
_ ft 1+(14Int) da
—J1 (14Int)3 =z

_ rl+Int 1+u

1
1+Int
1 ud + L du

1+1nt
NERe

-2 2(1+lnt) 1+Int"
f) On réalise le changement de variable u = ve* + 1 et du = 3 ° __dz.

On a également e® = u? — 1.

sint

Pourt € R, on a : fo\/ﬁd

= )y 2 s da
= [V T 2(u? — 1) du

et4+1
2[5

V2
=2(e! +1)32 =2Vl + 14 C.
g) On réalise le changement de variable u = ch (x) et du = shxzdz.

On a également sh?z = ch?z — 1 =42 — 1.

Pour t € R, onafO shiz_ g,

3+cha
t sh2z
= Jo 3Fangohrdr

o pcht 42
1 3+u d
Cht

=/ -3+ m du (décomposition en éléments simples)

2 cht
= ["7 —3u—|—81n|u—|—3|}1
= ich®t — 3cht +8In(cht +3) + C

Exercice 5
Indication :
A Taide du changement de variable proposé, on trouve une équation vérifiée par I.
On calcul la nouvelle quantité avec le changement de variable x = cosu.

Solution :
On réalise le changement de variables u =7 — ¢ et du = —dt.
_ pmotsin(t)dt _ 0 (r—w)sinu(—du) _ T d
Donc I = O 3+sin2t f7r 3+sin? u =7 0 ;rs?n2z -1
Donc I = J [7 $mugt pyjs on fait le changement de variable = cosu et dz = —sinudu
2 () 3+-sin 1 / /

) —d —1/4 1/4

DOUI—§f1 3+(1r12)_ 0 =2 T dr
z[(1/4)In \ 24211 = T n3,
Exerc1ce 6

Indication :
On applique la méthode de décomposition en éléments simples :
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1. On réalise la division euclidienne.
2. On factorise le dénominateur.
3. On détermine les coefficients de la décomposition.
4. On primitive avec les formules de référence.
Solution :
a) Ona 2%} = (;c—zzz)J(rirQ) = % + 9%42'

Donc z — TIn|z — 2| + +In |z + 2| est une primitive sur R \ {—2,2}.

3x+7 3x+47 _ —10 13
b) On a 22—3z+2 = (z—1)(z—2) = z—1 + z—2"

Donc z +— —101n|z — 1| + 131In |z — 2| est une primitive sur R\ {1,2}.
¢c) Onaz?+1=1.(22+2+1) — 2 donc %:l—kﬁ

— 1 (etym-12 g (z+1/2) L1 1

(z+1/2)2+3/4 (z+1/2)2+(V3/2)2 2 (z+1/2)+(V3/2)?
Donc z — 2z — $In(z? + z + 1) — %%Arc‘can (‘ngl/;) est une primitive sur R.
z—1 _ r—1 — =2 3

d) On a z?24+3z+2 — (z+1)(z+2) z+1 + z+2

Donc x — —21In |z + 1| 4+ 31n|z + 2| est une primitive sur R\ {-2, —1}.

22 _ r+2
e) Ona % — =1+ —Hi=
=1+ 24 + 5
Donc z — x — £ In |z + 1| + 5 In|z — 2| est une primitive sur R\ {—1,2}.
2-5 _ _ 5, —3/2  —T/2
f) z(z—1)(z+1) = + z—1 + z+1°

Donc z +— 5ln|z| — 2In|z — 1] — ZIn|z + 1| est une primitive sur R \ {-1,0,1}.
Exercice 7
Indication : On applique la méthode de résolution des EDLI.
1. On écrit sous forme normale équation y'(z) = a(z)y(x) + b(x).

. On détermine le domaine de définition I de a et b.

2
3. La solution homogene génératrice est : yp,(x) = exp(A(x)) avec A une primitive de a.
4

. La solution particuliere est donnée par la méthode de Lagrange y,(x) = K(x)yn(x) avec

K a déterminer.

Solution :
a) L’équation différentielle linéaire d’ordre 1 s’écrit y/(z) = w(z;fl)y(a:) + %ﬂ
Elle est définie sur R — {—2,0}
Le coefficient a(z) = 95(37121) =2_ m%rl admet pour primitive A(z) = 2In|z| — In|z + 1

Donc yp,(z) = exp A(z) = x‘”—; est une solution homogene génératrice.
Avec la méthode de Lagrange, on recherche y,(z) = K(z)yn(z).

On obtient K'(z)yn(x) = %_H Donc K'(z) = 5t w%_l = % puis K(z) = 2.
. . p— 2 —
Ainsi y,(z) = 721‘7:_1 = —Ifff

Les solutions de I’équation sont de la forme y(x) = Ay, + yp =

Az’ —2z

x+1

(x2+w+1)3
T

b) L’équation différentielle linéaire d’ordre 1 s’écrit 3y (z) = Ly(z) +

Elle est définie sur R — {,0}
On a yp(z) = expln |z| = x est une solution homogene génératrice.
Avec la méthode de Lagrange, on recherche y,(z) = K(z)y,(z).

On obtient K'(z)yn(w) = LD — 25 4 304 4 623 4 Ta® + 62 4+ 3+ L.

Donc K'(z) = 2* + 323 + 622 + Tz + 6 + 3/x + 1 /22 puis K(z) = 2°/5 + 32* /4 + 623/3 +

72%/2 + 6z + 31n|z| — 1/z.
Ainsi y,(z) = 2%/5 + 325 /4 + 22* + 723 /2 + 622 + 3z In |z — 1.
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¢) L’équation différentielle est a coefficient constant. On a y;,(z) = €3 solution homogene. On
recherche un solution particuliere sous la forme y,(z) = az? + bz + ¢

—3a =1
On trouve —3az? + (2a — 3b)x + (b —3c) = 2? dot { 2a —3b =0
b—3c =0

Donc a = —1/3,b= (2/3)a = —2/9 et ¢ = b/3 = —2/27. Puis y,(z) = —2%/3—22/9—2/27.
d) La solution homogene génératrice est y,(z) = exp 21n |z| = 2.

La méthode de Lagrange donne y,(z) = 2?K(z) avec 22K’ (z) = %
2
Donc K(z) = [} Qt((llﬁit;)) dt = [/ ul('ff_z) du avec le changement de variable u = t? et

du = 2t dt.
Donc K(z) = In(2?) + In(1 + 2?) car ul(—ﬁ:i) =14 u%_l
Ainsi y(z) = Ayn(z) + yp(x) = Az? + 222 Inx + 22 In(1 + 22) pour A € R.

e) La solution homogene génératrice est yp,(z) = exp(—sinz).

Puis on a y,(z) = K(x) exp(—sinz) avec K'(x) exp(—sinz) = sinz/2.
Donc K (z) = & [ sintexp(sint) dt (intégrale non calculable)
Puis y(z) = Ae™ s 4 Tesin® [Fgintexp(sint) dt
f) L’équation & coefficient constant admet pour solution homogene yp, (z) = e™*
On recherche y; (z) = P(xz)e* solution de y] + y; = 2ze~*. On a donc P'(x)e™® = 2ze™*
d’ott P'(z) = 2z et P(x) = 22 convient.

De méme, on recherche ys(z) = az? + bz + ¢ solution de y5 + yo = 2. On a az? + (2a +

a =1
bx+ (b+c)=2*>dou2a+b =0.Donca=1b=-2etc=2.
b+c =0

Ainsi d’apres le principe de superposition, y(x) = Ae™® + z2e ™% + 22 — 2z + 2.

Exercice 8
Indication :
On applique la méthode de résolution des EDL2 ¢y 4+ a1y’ +agy = b(t) & coefficients constants.

1. On recherche les racines du polynome caractéristique x(X) = X2 + a1 X + ao.
2. Suivant le cas, on introduit les solutions homogenes génératrices yp 1, Yn,2-
3. On décompose b(t) = " axby(t) avec by (t) = P(t)elr.
4. On recherche une solution particuliere de la forme yy.(t) = Q(t)e’**.
5. On fait une conclusion avec le principe de superposition.
Solution :
a) y' — 4y +3y=¢e"
C’est une équation différentielle linéaire d’ordre 2 & coefficients constants avec second
membre e”.
Le polynome caractéristique est x(X) = X2 —4X +3 = (X — 1)(X — 3). Donc les solutions
homogenes génératrices sont y;(x) = €% et yo(x) = €3%.
On recherche une solution particuliere sous la forme y,(z) = axe” car 1 est racine simple
de x. On trouve a(z + 2)e” — 4a(x + 1)e” + 3ae® = €® donc —2a =1 puis a = —1/2.
Donc y(z) = My1 + Aaya + yp = (—2/2 + A1)e” + Age®®.
b) vy’ — 4y’ + 3y = e® cosx = Re(e(1T9)7)
C’est une équation différentielle linéaire d’ordre 2 a coefficients constants avec second
membre Re(e(1T9)7),
Le polynome caractéristique est x(X) = X? —4X +3 = (X — 1)(X — 3). Donc les solutions
homogenes génératrices sont 1 (x) = €% et yo(x) = €37,
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On recherche une solution particuliere sous la forme y,(z) = ae**9? car 1 + i n’est pas
racine de . On trouve a(1 +4)2e 9% — 4q(1 +14)e(1 T 4 3qe(1+0) = (1+) donc a(2i —
4—4i+3)=1puis a = 5 = =12
Donc y(z) = My1 + Aay2 + Re(y,) = (M1 — 1/5cosz — 2/5sinx)e” + Aae3®.

¢) ¥’ — 2y + by = e®sin 2z = Im (e +29)7)
C’est une équation différentielle linéaire d’ordre 2 a coefficients constants.
Le polynome caractéristique est x(X) = X2 —2X +5 = (X — 1)? + 22. Donc les solutions
homogenes génératrices sont y; (z) = e® cos2x et ya(z) = €* sin 2.

On recherche une solution particuliére sous la forme y,(z) = aze(!*29% car 14 2i est racine
simple de . On trouve a[(14i)2z+2(1+2i)]eM 9% —2a[(14-20) 2 +1]e(1 207 4-5aqe(1+20)2 =
e1+292 donc a(2 + 4i — 2) = 1 puis a = & = —i/4. Puis Im(y,) = —z/4 cos 2ze”.

Donc y(z) = My1 + Aey2 + Im(y,) = e*((—z/4 + A1) cos 2z + Mg sin 2z)e”.

d) v’ +2y +2y = 22shacosw = 22 C=F—Re(e®) = La?Re(e1T)7) — 132Re(e(~1+)7)
C’est une équation différentielle linéaire d’ordre 2 a coefficients constants.
Le polynéme caractéristique est x(X) = X2 +2X +2 = (X + 1) + 12. Donc les solutions

homogenes génératrices sont y; () = e~ * cosz et ya(x) = e~ “sinz.

On recherche une solution particuliére avec second membre z2e(!+9% sous la forme yp1(x) =

P(2)e )7 On trouve P"(x) 4 (4 4 2i)P'(x) + (4 + 4i) P(x) = x> donc en posant P(z) =
(44 4i)a =1

az? +bx + ¢ On a { (4 + 2i)2a + (4 + 4i)b =0 Dolta =
2a+ (4+20)b+ (4+4i)c =0

et ¢ = (-2 — (44 20)b) = 152¢ Ainsi on a Re(y,1) = e *((¢?/8 — /8 +

1/32)cosz + (22 /8 — x/4 + 5/32) sin x).

On recherche une solution particuliére avec second membre z2e(!+9% sous la forme Yp2(x) =

Q(z)e=1)* On trouve Q" (x) + 2iQ’(x) = x? donc en posant Q(z) = az® + bx? + cx.

1 _ 3 _ AP
on - s b= -1hae=

6ia =1
Ona {6a+4ib =0 Dona=g; = —i/6,b=—6a/4i =1/4 et c = —b/i = i/4. Ainsi
20+ 2ic =0

Re(yp2) = e %(—a?sinx + x/4cosz + 1/4sinz)
Donc y(x) = My1 + A2yz + 3Re(yp1) — 3Re(yp2)-
e) v +vy +y==xcosx.
Onax(X)=X>+X+1=(X—j)(X—j% avec j = —3 —i—i@. On pose y1(z) =
e/ cos(v/3x/2) et yo(x) = e~ /% sin(v/31/2).
Pour b(z) = Re(ze®™®). On recherche y,(z) = Re((azx + b)e'®).
On obtient 2ai — (az +b) + a + i(ax + b) + (ax + b) = .
Donc {Z(ZZ Clat i z (1) Puisa = —iet b= —(2i+ 1)a/i =1+ 2i.
Donc Re((—iz + 1+ 2i)e®) = zsinz + cosz — 2sin .
Donc y(x) = e %/2(\; cos(v/3x/2) + Mg sin(v/32/2)) + cosz + (x — 2) sinz.
f) v/ -2y +y=che=1e"+1e®
Onay(X)=X%2-2z+1= (X —1)2 On pose y1(z) = € et ya(x) = we®.

On recherche y,1(z) = ax?

() = 222",
Puis yp2(z) = ae™* solution de y”" — 2y’ +y = e~*. On trouve 4a = 1 d’olt ypa(z) = 1/4e™"
Done y(x) = My (2) + Aoy (@) + 5yp1 (2) + 5yp2(w) = (22/4+ oz + M)e” +1/8¢™"
g) v — 4y’ + 5y = e** cosx + €% sin 2
Onax(X)=X?>-4X+4+5=(X—-2)2+1%

e® solution de y” — 2y’ +y = €*. On trouve 2a = 1 d’ou
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2z 2x

On pose y1(x) = e** cosx et ya(x) = e** sin x.
Pour by (z) = €2 cosz = Re(e®**)?), on recherche y,; = Re(aze?+97).
Puis 2ia = 1 donc a = 5: = —i/2 et yp1(z) = ©/2e*" sina.
Pour by () = €7 sin 2z = Im(e(!*2)7) on recherche y,; = Im(aze(!T2)7).
Puis (-2 — 4i)a =1 donc a = —1/10 + i/5 et ypa(z) = €*(—1/10sin 2z + 1/5 cos 2z).
h) v =2y +y=e"(a® +a+1)
Ona y(X)=X%2-2X+1= (X —1)2 On pose y;(z) = € et ya(x) = xe®.
On recherche y,(z) = P(z)e® on trouve P"(z) = 22+ 2+1 d’ott P(z) = 2*/12+23 /6 +2%/2
convient.
i) v — 6y’ + 13y = 3% (x cos 2x + sin 2z)
Onax(X)=X%2-6X+13= (X —3)%+22
On pose y1(x) = 3% cos 2z et yo(r) = €3 sin 2z.
On a b(z) = Re(e®+292(z — i)), on recherche y,(z) = Re((az? + bx)e3+20)7)
) v =2y + 2y = ze®sin 2z
Onay(X)=X?-2X+2=(X-1)2+1%
On pose y1(x) = e* cosz et yo(x) = e*sinx.
On a b(z) = Im(ze+29%)  on recherche y,(z) = Im((ax + b)e(1+2)7)
k) y// _ 5y/ + 6y — (JE2 + 1)621:
Onax(X)=X2-5X+6= (X —2)(X —3). On pose y1(z) = €** et yz(z) = €3*.
On recherche y,(z) = P(x)e?®, on a P"(x) + —P'(x) = 22 + 1 avec P(x) = az® + bz? + c.
1) v — 3y + 2y = xch?x + 2% cosz + xe3® sinx
Onay(X)=X2-3X+2= (X —1)(X —2). On pose y1(z) = €% et ya(z) = 2.
On recherche y,(z) = K(x)e”, on trouve 'EDL1 K" (z) — K'(x) = e "b(x).
Avec la Méthode de Lagrange K'(z) = A(x)e” avec N (z)e” = e *b(x).
Donc N (z) = 2/4 + ze™2* + 2/4e~% + 2% cosze 2 + xe®sinx
Puis A(z) = 2%/8 + (—x/2 — 1/4)e™2* + (—2/16 — 1/64)e~ 4% + ...
m) y" —3y +2y = —e"(x +1)/a
Onax(X)=X?>-3X+2=(X-1)(X-2).
On pose y1(x) = e® et yo(z) = €2*.
On recherche y,(z) = K(z)e*, on trouve 'EDL1 K" (z) — K'(z) = 25t = L —
Donc K'(z) = Age” — L. Puis K(z) = \ae” —Inz + A
Donc y(x) = A\1e® + \ge?® — e® In .
n) ¥ +y=1/cosx
On a x(X) = X% +1%
On pose y1(x) = cosx et yo(x) = sinz.
On recherche y,(z) = K(z) cos(z) avec K" (x)cos(z) — 2K'(z)sinz = —L

cosx’

L’EDL 2/(x) — 2tanxz(z) = 1/ cos? z se résout en z(x) = A(x) exp(—2Incosz) =
Puis M (z) = 1 done A(z) = x convient.
Puis K'(x) = o €t K(z) = ztanx + In(cos ) par IPP.

Ainsi y(x) = zsinx + cosz In(cos ) + Ay cosx + Agsinx.
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