DM1 : Corrigé

Exercice 1: a) On a f*{0} = {2,1/2}. En particulier, 2 et 1/2 sont distincts et ont la méme

image donc f n’est pas injective.

b) On pose s:]0,1] — [1,4o0[)z — 1/z.
Pour z €]0,1], on a h(s(z)) = f(1/z) = (1/2)* = 2(1/z) = 1232 = f(2) = g(x).

¢) On a Im(h) = f([1,+o0[) = [-1,4+0o0] car h(1) = —1 et lim; o h = +o0.
Donc Im(g) = hos(]0,1]) = Imh = [—1, +o0].
Puis Im(f) = Im(g) U Im(h) = [-1,+o0].

d) h est une application strictement croissante car h'(z) = 2(x — 1) > 0 et continue.
D’apres le théoreme de la bijection continue h est une bijection.
La fonction g est bijective comme étant la composée de h bijective avec s bijective.

Puis ¢~ '(z) est I'unique y €]0,1] tel que = 22y =z cad zy> + 2y — 1 = 0 donc
“1(z) = v1+g”lsm:;«réo
g 1/2siz=0

Exercice 2: a) Pourz € R,on a (z2+1) —2x = (x —1)? > 0 donc 2z < 2%+ 1 puis m2+1 <1
De méme, on a (22 +1) + 2z = (z + 1)2 > 0 donc —2x < 2% + 1 puis Tg—il > —1.

b) La fonction Arcsin est définie et continue sur [—1, 1] et dérivable ( et méme C*°) sur

] —1,1].

Donc comme composée, Arcsin est définie et continue sur R a l'aide de a).

On a 2+1 =ler=1et mQH < x = —1. Donc, a priori, f est dérivable uniquement
sur R — {1,—-1}.

Remarque : A ce stade, on ne peut pas dire si f est dérivable ou non en 1 et —1.
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On a f(0) = Arcsin (0) = 0, f(1) = Arcsin (1) = 7 et lim o, f = limg Arcsin = 0.
e {1 size]—1,1]

d) On remarque que s(x) = est un signe.

-1 siz<—-loux>1

Pour z € [-1,1[, on a f'(z) = 1+w2 donc f(z ) = 2Arctan( ) + ¢ avec une constante
c=0car f(0)=0. Pour z > 1, on a f'(z) = donc f(z) = —2Arctan (z) + ¢

T+r2
avec une constante ¢ = 7 car 1im+oo f=0. 1+I
De méme pour z < —1, on obtient f(x) = —2Arctan (z) — 7. (On peut remarquer que
f est impaire)
Reste a vérifier les valeurs z = 1 et x = —1 ou les expressions sont encore cohérentes.

—m — 2Arctan (z) six < —1
En conclusion f(x) = < 2Arctan (z) size[-1,1].
7 — 2Arctan (z) siz>1
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