DS de Math n° 3 - Corrigé

Exercice 1: a) Arcsin est de classe C°° sur | — 1, 1].
On résout —1 < 2lnz —1 < 1ssi 0 <Inz < 2ssi x €]1,¢%[.
Donc f(z) = Arcsin [2(Inz) — 1] est de classe C* sur |1, €.
2 1 1
Puis f'(z) = = - )
x —(2lnz—-1)2 zy/Inhz(l—Inx)
b) Arctan est de classe C°° sur R. t — /¢ est de classe C* sur RY.
On résout chx —1 > 0 ssi ¢ # 0.
Donc g(z) = Arctan (vcha — 1) est C* sur R*.
h 1 h
Puis ¢'(z) = ST = S

2vche =114+ \/chx — 12 "~ 2chavchz — 1

Exercice 2: a) La fonction f(x) = (2% —z + 2)e” est de classe C* en tant que produit.

n dr k
La formule de L ™) (2 —z+2) = (e"
a formule de Leibniz donne f z;)( ) T+ )dx"*’“ (e”)
2 1)
=((z°—z+2)+n2r—-1)+ 2] e”

= (2 + (2n — D)z + (n® — 2n + 2))
1
S S, est de classe C*° sur R — {—1,1},
car 2 —2? —z+1=(z—1)(@* - 1) = (2 - 1)*(x+1).
1/2 ~1/4  1/4

On éerit _
n écrit g(x) (x—1)2+x—1+x—|—1

b) La fraction rationnelle g(z) =

décomposé en éléments simples avant de

dériver.

2 (z—1)"2  4(zx—1)n+t 4 (z+ 1)
¢) Par opération h(z) = cos®(z) est de classe C°° sur R.

On linéarise avant de dériver.

; 3
T —ix 1 ) ) ) ) 1 3
h(z) = <€ e ) = §(63” +3e™ 4 37 + 7)) = ~ cos(3z) + 1 cos(x).

2 4

3" 3
Donc h(™ (z) = - cos(3xz 4+ nw/2) + 1 cos(z + nw/2).

Exercice 3 : a) On réalise une intégration par partie : [ = / 22 cos(2x) dz
0
in(2 ™ T (2
_ x2s1n( x) _/ 2xsm( x) de
2 |, Jo 2

—(0-0)— {x_cc’;(m}}r/oﬂ_co;wdx
(g—o)+0:g.

In2 _

d xT x

b) OnaJ:/ a aweccha::i
o l+chz 2



/“12 2dz B /“ 2¢” dx
0 24et+e T Jy 2+ (e")2 41

2
2d
/ 1; avec le changement de variables u = €%, du = ¢* dx
1 u + u + 1
_ / -2 )
N (u + 1 u+1
-3-3-3
¢) On réalise le changement de variable u = cost, du = —sint dt.
K /”/4 sinz d
sinx + cosx + 1
/4
= _sinzd
/0 (1 — cos? )+cosz+1( sinz dz)
V2/2 1
= ———du
/1 1—w?+u+1
1 -1 1/3 -1/3
Or = = .
24u—u?  (u+1)(u—-2) w4+l wu—2
1 1 V2/2
Donc K = |[=Inju+1|— = In|u — 2
3 3 1
1
= §(1n(\/§ +2) —In(2) — In(4 — V2)).
Probleme I: 1. Le probleme de définition de la fraction est 1 —ix = 0 c’est a dire x = —i. Donc

il n’y a pas de valeurs interdites réelles. La fonction est bien définie.

2. Soient x1,x2 € R tel que f(x1) = f(x2) alors (1 +ix1)(1 — ixe) = (1 4 ix2)(1 —iz1) en
développant et simplifiant on trouve : 2i(x; — x2) = 0 donc x1 = xo. L’application est
donc injective.

3. On peut résoudre pour f(z) = 0 on trouve 1 + iz = 0 puis = ¢. Donc 0 n’admet pas
d’antécédent réel. L’application n’est pas surjective.

. . 1+ix (1+ix)?

4. En passant aux éléments © € f*(R) & f(z) € R & T, € R & BET
& (1—2%) — 2z € R x=0. Ainsi f*(R) = {0}.

5. Pour la suite, on résout de maniére générale f(z) = w € U.

Ainsi A e (1 4iz) —w(l —iz) ez = —i 2L
1 -z w+1
. 7 . i0/2 _ =i0/2

, on obtient avec I’arc moitié : z = —zm = tan(6/2).
En appliquant ce résultat & Us = {e, e2™/3 ¢=27/3} on trouve :
£*(Us) = {tan(0), tan(r/3), tan(—/3)} = {0, V3, —V/3}.

Puis pour Uy = {e%, eim/2 eim e_”/z}, on trouve :
f*(Uy) = {tan(0), tan(w/4), tan(—m/4)} = {0,1, -1}
et en particulier ’équation f(x) = —1 n’a pas de solution.

6. Pour w =€ € U\ {—1}, on a w = f(tan(/2)) € f(R). Donc U\ {~1} C f(R).

|1+ ix|

soit x € R alors |f(z)| = i

eR

Lorsque w = e'?

= 1car 1 —ix = 1+ ix et les conjugués ont

— ix|



méme module. D’ott f(z) € U. De plus, on a déja remarqué que f(x) # —1. Donc

fR) cUN{-1}.

Probléme IT: 1. La fonction th est C™ sur R et th'(z) = > 0. Donc elle est continue et

ch?(z
strictement monotone et ainsi réalise une bijection de R vers th (R).
e¥ —e "
De plus les limites th (z) = prp— —rs—co —1 €t th(z) =4 100 1. Donc th(R) =
et +e

]—1,1].
2. La fonction th est de classe C™ et sa dérivée premiere th’ ne s’annule pas donc par
théoréme sa bijection réciproque est de classe C* sur |—1, 1[. De plus en posant y = th z,

on obtient Argth’(y)

th'(z) 1—th?%(z) 1-—y?

3. On résout tanx €] — 1, 1] ssi z €] — 7/4, 7 /4[+7Z.
Et sin(2z) €] — 1,1] ssi 2z €] — 7/2,7/2[+7Z ssi x €] — w/4, 7w /4[+(7/2)Z.
Donc la fonction f est définie et dérivable sur le domaine le plus petit | — 7 /4, 7 /4[+7Z.
On a th (—z) = —th (z) donc Argth(—y) = —Argth(y) est aussi impaire.
Puis f(—x) = 2Argth(tan(—z)) — Argth(sin(—2z)) = ... = — f(z) car toutes les fonctions
sont impaires. Ainsi f est également impaire.
Puis f(x+7) = 2Argth(tan(z+m)) — Argth(sin(2(z+7)) = f(x) car tan(z+7) = tan(z)
et sin(2z + 27) = sin(2x). Donc f est w-périodique.

2 1 2 cos(2x)

4. P —7m/4, /4 lcul "(z) = —
our x €] — /4,7 /4], on peut calculer f'(x) o (@) 1~ tan?(z) 1 sin’(20)

2 2cos(2z)

 cos?(z) —sin?(x)  cos?(2z)

Effet cos(2x) = cos?(z) — sin?(x).

Donc f est constante sur l'intervalle | — 7/4, w/4[. Or f(0) = 0 car f est impaire. Donc
f(z) = 0 sur intervalle. Puis par périodicité f est nulle sur tout son ensemble de
définition.

Ainsi ’ Argth(sin(2z)) = 2Argth(tanx) ‘ pour tout = €] — /4, w/4[+7ZL.

1
Probléme III : 1. Pour x > 0, on peut écrire f(z) = exp ( ln(a:)>.
x

Les fonctions sont bien C*° sur R et on a :

ofr = Lin) (111(9;)) _1-l@) .

fl(m) = 72 72

n(x)

2. .0n a lim
r—oo0 I

e’ = 1. Ainsi il existe une asymptote horizontale d’équation y = 1.

= 0 donc en passant a l'exponentielle (continue) on trouve Em f=
o0

1
3. On a lin% n(z) = —oo donc li(r)nf = limexp = 0. Donc f se prolonge par continuité en
r—r X —0o0
0 en posant f(0) = 0.
— f(0 1 1
On a f(x)ig() = exp(ﬂ —1) =40 0 car 2T —2_0 —oo donc la fonction f
T — x x

est dérivable en 0 et f'(0) = 0.

1/z

1
4. On étudie le signe de f’ il dépend que du signe de (1 — In(z)) car o > 0 pour



x > 0. Donc la fonction est strictement croissante sur [0, e] et strictement décroissante
sur [e,+ool. De plus f est continue sur [0,e] donc d’aprés le théoréme de la bijection :
f:[0,e] = [£(0), f(e)] est bijective. On a [£(0), f(e)] = [0, e'/].

. Le théoréme de la bijection ajoute que f~! est continue sur [0,e'/¢]. La dérivabilité
dépend de Pannulation de f'(z) = (1 —In(z))z'/*~2. La seule racine est e et f n’est pas
dérivable en 0. Donc f~! est dérivable sur |0, el/e[ mais pas en e'/€,

1
Bonus : On peut démontrer que f ! est dérivable en 0 car lirr%)(f_l)'(y) =lim —— =0
Yy—r
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