5.1 Inégalités et borne supérieure

TD5 : Nombres réels et suites - Corrigé

5.1 Inégalités et borne supérieure

Exercice 1

Indication :

On montre tour-a-tour chacune des majoration a < b en étudiant le signe de b — a ou de
b? — a? si ils sont tous les deux positifs.

Solution : Soient x,y > 0 deux réels.

T 2 T— 2
Ona =3 — /oy = §(va' - 2Va g+ i) = 50 > 0,
avec égalité ssi \/z = \/y ssi z = y.

On a /Ty — j% = Qm‘iiy(% — /zy) > 0 avec égalité ssi xz = y.

On a # — (%”)2 =a2/4 —ay/2+y? /4 = % > 0 avec égalité ssi © = y.
Exercice 2
Indication :
On utilise principalement la définition de la partie entiére a savoir ’encadrement suivant :

r—1l<|z]<z<|z]+1

Solution :

a) Soit x € RetneN.
Ona|z|<z<|z]+1
Donc [z|+n<z+n<|z|]+n+1ave |z|+n€Z.
Ainsi, par définition, |z] + n est la partie entiere de x + n i.e. |z +n| = [z] + n.
b) Soit z,y € R.
Ona |z|+ |yl <z+ycar [z] <zet |z] <y.
Donc |z] + |y] < |z + y] car t — [t] est croissante.
¢) Soit z,y € R. On note m = |x] et n = |y] leurs parties entieres.
Ainsi dans tous les cas, |z] + |y| = m +n.
lercas Size[m,m+1/2[etye€nn+1/2,
alors |z| + |yl + [z +yl=m4+n+(m+n)carm+n<z+y<m+n+1.
et |2z] + |2y] =2m +2n car 2m <2z < 2m+ 1 et 2n <2y < 2n + 1.
Dans ce cas, il y a égalité.
2eme cas Siz €[m,m+1/2[ety€e€n+1/2,n+1],
alors |2z| + |2y] =2m + (2n+1)
et |[x+yle{m+nm+n+llcarm+n+1/2<z+y<m+n+3/2
Dans ce cas, il y a inégalité large.
3eme cas Siz € [m—+1/2,m+ 1] et y € [n,n+ 1/2], en échangeant le role de x et y, on se
ramene au 2eme cas.
deme cas Siz e [m+1/2m+1etycn+1/2,n+1],
alors |2z] + [2y] = 2m + 1)+ (2n + 1)
et l[z+yl=m+n+lcarm+n+l<z+y<m+n+2.
Dans ce cas, il y a inégalité stricte.
Exercice 3
Indication :

On utilise la caractérisation séquentielle de la borne supérieure m = sup A sous les deux
conditions :

1. m est un majorant de A i.e. Ya € A,m > a.

2. il existe une suite d’éléments de A proches de m i.e. Ja,, € A =, 100 M.
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5.2 Suites réelles explicites et récurrences linéaires

On dispose du résultat analogue sur la borne inférieure.
Solution : Soit a € A, il s’écrit donc a = T avec n,m € N*.

Donc a < nL—i-l < 1 car maximal lorsque m =1 et a > ﬁﬂ > 0 car minimal lorsque n = 1.

Donc A CJ0,1[ est une partie bornée et non vide. Donc elle admet des bornes supérieure et
inférieure.

On considere la suite u,, = -2~ € A et vérifie u,, — 1 donc 1 < sup A. Or 1 est déja un

n+1

majorant i.e. 1 > sup A. Donc sup A = 1.

De méme la suite v, =

1

T € A vérifie v,, — 0 donc 0 > inf A. Et on sait déja que 0 est un

minorant donc inf A = 0.
On décompose B = Bpuir U Bimpair- Pour b, = Ly (-1)"eB.

T n

Sin =2k > 2 est pair, b, = £ 4+ 1 €]1,3/2] car la suite est décroissante commence a 3/2 et
tend vers 1.

Sin=2k+1>1 est impair, b, = + — 1 €] — 1,0] car la suite est décroissante commence & 0
et tend vers —1.

Ainsi sup B = sup Bpgir = 3/2 et inf B = inf Bjppair = —1.
Exercice 4

Solution :

a)

Les parties sont non vides. Donc ils existent ag € A et by € B. Ainsi ag est un minorant
de B et by est un majorant de A. Donc d’apres I’Axiome de R, les bornes sup A et inf B
existent et sont finies.

On considére une suite (ap)n>0 d’éléments de A qui tend vers sup A et une suite (by,)n>0
d’éléments de B qui tend vers inf B. On sait que pour tout n € N, a,, < b,, donc en passant
a la limite, on trouve sup A = lima,, < limb,, = inf B.

(<) On suppose sup A = inf B. Soit € > 0. On sait que sup A — /2 n’est pas un majorant.
Donc il existe = € A tel que > sup A — £/2. De méme inf B + €/2 n’est pas un minorant.
Donc il existe y € B tel que x < inf B+¢/2. Donc [z—y| < (inf B4+¢/2)—(sup A—e/2) = .
(=) On suppose par contraposée sup A < inf B. On pose ¢ = (inf B — sup A) > 0. Soit
r€Aetye B.Onax < supA <inf B<ydonce<inf B—supA <y—z. Ce qui donne
|z —y| > e.

Exercice 5

Indication :

On justifie que I et J sont des intervalles. Puis on calcul leurs bornes supérieures et inférieures.

Solution :

Les unions et intersections de convexe sont encore des convexes. Donc les ensembles I et J
sont des convexes de R cad des intervalles.

OnainfI=0€Tetsupl =lim;(1 —1/n)=1¢ 1. Donc I =10,1].

ET infJ =limyo —1/n=0¢€ Jet supJ =lim; o, 1/n =0 € J. Donc J = [0,0] = {0} est
un singleton.

5.2

Suites réelles explicites et récurrences linéaires

Exercice 6
Solution :

a)

b)

)

2n41 2n?
Ona 5157 ~te 57 — 2.
Ainsi la suite est convergente donc en particulier elle est bornée.
On note u,, = % + (=1)™. On a ug, = ﬁ + 1 tend vers 1 et la sous-suite est bornée.
On a uggy1 = Tl-s-l — 1 tend vers —1 et la sous-suite est bornée.

Les deux sous-suites sont bornées donc la suite totale aussi. Par contre la suite n’admet pas
de limite car il y a deux valeurs d’adhérence différentes.

On a+/n+(—1)" > y/n —1 — +oo. Donc par encadrement la suite tend vers +oo.
En particulier, elle est minorée mais pas majorée.
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5.2 Suites réelles explicites et récurrences linéaires

d) On a n* 4+ cosn > n* — 1 — +oo. Et de méme elle tend vers +oo, est minorée mais pas

majorée.
2 n
e) Onnoteun:"(ltig:ll)). Ona0<1+(-1)"<2.
Donc 0 < u,, < %ffH NQHL;:%AO.
Ainsi u,, tend vers 0 par encadrement.
n,_2
f) On note v, = %
_ _ 2k+(2k)® _ (2k)®
On a vor = GiyrrETT ~ @z b
 2k41—(2k+1)2 —(2k+1)?
Et voht1 = mrgper@rini ~ eenr L

Donc la suite v,, diverge car elle a deux valeurs d’adhérence différentes.

g) On note w, = %. On réalise une disjonction.

Sia > balors w, ~jo 45 — 1.

Si a < b alors wy, ~400 _b—ﬁn — —1.

Sia = b alors w,, =0 — 0.

43+ 4+@2n—1) _ 30 (2k=1) _ n(m+l)-n _ 2(n—1)  2n
h) On a —57== STk wmAD/2 T nfl w2
2
. 2, 1424..4n _ nn(nt+l)/2 _ 2n _ 2n
1) On a n® x 14+8+...4n3 = n2?2(n+1)2/4 = n+l —2

Exercice 7
Indication :
On utilise la méthode pour les SRL2 (analogue au EDL2) :

1. On détermine les racines du polynomes caractéristique y(X) = X2 + a1 X + ao.

2. On trouve les coefficients A1, Ao dans l'expression du type u, = A1q] + A2gy a l'aide des
conditions initiales.
Solution :
a) Le polynéme caractéristique est X2 —6X + 8 = (X — 4)(X —2).
Donc pour tout n € N;a,, = A\14™ + A22™.
AL+ A =1
Les valeurs ag = 1 et a; = —2 donne le systeme L+ A2
4M + 2y = -2
On obtient Ay =1 et Ay = —
Donc pour tout n € N, a,, = 4" — 3 x 2™

b) Le polyndme caractéristique est X2 X I=(X+1)(X-3)
Donc pour tout n € N,a,, = A1(—1 ( )
AL+ A =
Les valeurs by = 3 et by = 0 donne le systeme L 21 3
-\ + 5)\2 =0

On obtient A\; =1 et Ay = 2.
Donc pour tout n € N, b, =2 x (1/2)™ + (=1)".
¢) Le polynome caractéristique est X2 — X + 3 = (X — (1/2))? + (1/2)2.
Les racines sont 1 +ii = gei”/‘l
Donc pour tout n € N, ¢,, = (@) (A1 cos(nm/4) + Agsin(nw/4)).

=1
Les valeurs ¢cg = 1 et ¢ = % donne le systeme 11 1 1
Mt =3

On obtient A\y =1 et Ay = 0.
Donc pour tout n € N, ¢, = (v/2/2)" cos(nn/4).

d) Le polynome caractéristique est X2 — 6X +9 = (X — 3)%.
Donc pour tout n € N,d,, = 3"(A1 + nh2).

Les valeurs dg = 0 et d; = 3 donne le systeme ! -
3()\1 + /\2) =3
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5.3 Suites récurrentes non linéaires

On obtient Ay =0 et Ay = 1.
Donc pour tout n € N, d,, =n3™.

Exercice 8

Indication :

Etudier la suite v,, = In(u,) apres avoir justifier son existence.

Solution :

Par récurrence immédiate, on a Vn € N, u,, > 0.

On peut donc étudier la suite v, = In un définie par vo,v1 € R et la relation de récurrence :
Upye = I Uupi2 = Inuptn 1 = lnun + = lnun+1 = Un+1 + %Un.

La suite (v, )n,>0 est une su1te recurrente linéaire d’ordre 2. Son polynoéme caractéristique est
Y(X)=X2-X/2-1/2= (X —-1)(X +1/2).

Donc v, = A 1™ + Ao(—1/2)™ avec A1, A2 € R.

Puis Vo = )\1 +)\2 et v = )\1 — )\2/2

Donc A1 = (vg + 2v1)/3 = In {/uou? et Aa = 2/3(vg — v1) = In {/ud/u?

Puis u,, = expv,, = exp A1.exp(Aa(—1/2)") = {/ugu? (uo/u1) )2/3(=1/2)",

Donc la suite u,, tend vers {/ugu?.

Exercice 9
Indication :
Etudier la suite v,, = uZ.
Solution :
Soit n € N. Onau?, = u2 + 5.
2 2 -1 2 2 -1 1 1—(1/2
Donc ul —ug =Y 0 g Up g —UR =D p_o 35 = T ((1//2)) =2(1-2"") 510 2

Ainsi u, = /(U2 —ud) +u2 = /2 +ui = V2.

5.3 Suites récurrentes non linéaires

Indication pour les exercices 10, 11 et 12 :
Pour étudier les suites du type u,+1 = f(u,), on applique la méthode suivante :

1. On recherche les points fixes en résolvant f(z) = z.

2. On étudie les variation de f. Si f est croissante alors (u,) est monotone et contenue dans
un intervalle stable I. Siug € I et f(I) C I alors Vn € N, u,, € I.

3. On étudie le signe de g(z) = f(z) —x. Si g > 0 sur I alors (uy) est croissante, si g < 0
alors (u,) est décroissante.

4. On conclut a ’aide du théoréme de la limite monotone.

Exercice 10

Solution :

La fonction f(x) = /2 + x est croissante. On a u; = f(ug) = V5 < 3 = uo.

Donc par récurrence, on peut démontrer que Vn € N, u, > tpy1.

Init. On a démontrer ug > uq.

Hér. Soit n € N. On suppose u,, > Upy1 alors upy1 = f(un) > f(upt1) = unqo car f est
croissante.

Concl. La suite (u,)n>0 est décroissante.

La fonction f est a valeurs positives (car fct racine). Donc pour tout n € N, u,, > 0. La suite
est décroissante et minorée. Donc elle converge vers [ > 0 un point fixe de la fonction.

Puis on résout f(I) =1l ie. v/2+1=1donc(?>—1—2=0ainsi l € {2, —1}. Or [ positif, donc
[=2.
Exercice 11

Solution :
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5.3 Suites récurrentes non linéaires

On pose f(z) = V22 + 2 + 1. Un point fixe [ € R vérifie f(I) = [ donc I2 = [?> + [ + 1 puis
I = —1. Mais f(—1) = 1 n’est pas un point fixe. Ainsi f n’admet aucun point fixe et la suite
diverge.

La fonction f est croissante et u; = V3> 1 = ug. Ainsi par récurrence (U, )n>o st croissante.

Si la suite serait majorée alors elle tendrait vers une limite finie. Ceci est absurde. Donc la
suite est non majorée et on a u, — +00.
Exercice 12

Solution :

On montre par récurrence que Vn € N, u,, € [0,2]. En effet si 0 < u,, < 2 avec n pair alors
2 <24 u, <4etalors u,y1 € [\/5,2] C [0,2]. Si0 < u, <2 avec n impair alors 0 < 2 — u,, <2
et alors u, 11 € [0,v/2] C [0,2]. Donc la suite est bornée.

Si la suite converge vers [ € [0,2] alors on al = 2+ 1 et I = /2 —1[ car ugrr1 = /2 + uag
et Uggr2 = /2 — ugk+1- On résout les équations en [ =2 et 2 =+/2 — 2 =0 ce qui est absurde.

Donc la suite diverge sans limite.
Indication pour les exercices 13 et 14 :

On recherche a utiliser le théoréeme des suites adjacentes.

1. a, est croissante.
2. b, est décroissante.
3. b, — a, — 0 (ou on peut aussi faire b, — a,, > 0 pour une version partielle)

Exercice 13

Solution :

2
Soit n € N. On a b1 — apy1 = M > 0. Ainsi pour tout n > 0,0 < a,, < b,.
Puis b,,41 — b, = @ > 0 et la suite est décroissante.

Et ant1 — an = /a5, (Vb — \/@y,) < 0 et la suite est croissante.

Donc les suites sont convergentes d’apres le thm de la limite monotone.
On note a,, — I, et b,, — [ les limites finies des suites.
La relation b, 41 = % montre que [, = % donc l, = Ij.

Ainsi les suites converge vers la méme limite.
Exercice 14

Solution :

a) On montre par récurrence que Vn € N, a,, > 0 et b, > 0.

Init. n=00naag=1>0et bg =2 > 0.

Hér. Soit n € N tel que a,, > 0 et b, > 0. Alors a,, 1 = % >0et byi1 = ““TH’" > 0.
b) On montre par récurrence que Vn € N, a,,b, € Q.

Init. n=00naa,=1€ZCQetby=2€ZCQ.

Hér. Soit n € N tel que ay,, b, € Q. Donc a,, = A/B et b, = C/D avec A, B,C,D € N*.

. _ 2axb, _ _ 2AC _ an+b, _ AD+CB
Puis ap41 = - = Abto0B € Qet b, = 2o = 25752 € Q.
¢) Pourn € Nonaa,y1b,11 = %% = apb,. Donc la suite produit a,,b,, est constante.
- _ antbn _ 2anbn _ (@nt+bn)’—danbn _ (an—bn)?
d) Pour n € N, on a b1 — apy1 = 423 o = S Th) = Saniba) > 0.
2a,by _ n _ n
e) On a apt1 —ap = 2529 —ap = 7~ (2bn — (an + bn)) = 2%~ (by — ay) > 0. Donc la

suite (an)n>0 €st croissante.

Onabyy1 —b, = % — by, = % < 0. Donc la suite est décroissante.

D’apres le thm de limite monotone, on a a,, — I, et b, — ;. Puis dans la relation b, =

G“TH’", on obtient [, = l“;l” donc {, = .

De plus 2 = ugug = unvy — lglpy = (la)z. Donc I, = v/2 car les suites sont positives.
Ainsi (an)n>0 et (by)n>0 sont des suites de rationnelles qui tendent vers /2 un irrationnel.

Exercice 15
Solution :
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5.4 Probléme classique

Init. n=20nawuy =0puisu; =+V0+1=1et up = +/14+1/2 = \f/2 Et I’équation
22 —x —1/4=0 avec A =2 admet ay = 1+T‘/§ > ( comme unique solutlon positive.

On a (2a2)% = 3+ 2v2 < 6 = (2u2)? car V2 < 3/2. Donc ay < us.

Hérédité. Soit n > 2 tel que au, < uy.

On en déduit que a2 = o, +1/2" < wy, +1/2" = w2 ;. Donc oy, < Upp1.

Mais la suite est explicite a,, = 14—7@;—22* Elle est décroissante donc 41 < @y < Upt1
cqfd.

Soit n > 2. Onawu, >0etu ; —u2 =u,+1/2"—u? = —f,(uy) avec f,(z) = x® —x—1/2".
On connait le signe de f, en fonctlon de sa racine «,. Or w, > a, donc f,(u,) > 0. Puis
w2, —u? <0 donc 0 < upq1 < uy est décroissante et positive.

D’apres le thm de la limite monotone, la suite converge vers une limite finie ug > 1 > 0. En
passant & la limite dans la relation de récurrence, on trouve I = v/I donc I € {0,1}.

Or ap, == Hivl;r?% — 1 et u, > «, donc { > 1. Ainsi u,, — 1.

5.4 Probleme classique

Exercice 16
Solution :

a) Soitn € N. On asin(n+1) = sin(n) cos(1)+cos(n) sin(1). Donc cos(n) = Sin("H)S_iIf?ls)(l)Sin(”)

car sin(1) # 0. Ainsi la suite converge en tant que combinaison linéaire de sin(n) — [ et
sin(n + 1) — [. La limite est bien ' = 152000 — 1 x 1cosd
b) Soit n € N.
On a sin(2n) — [ en tant que suite extraite.
Et sin(2n) = 2sin(n) cos(n) — 2ll’ en tant que produit.
De méme cos(2n) — I’ comme suite extraite.
Et cos(2n) = 2cos?(n) — 1 — 2’ — 1 par opérations.
¢) Par unicité de la limite on obtient donc [ = 21’ et I’ = 21’ — 1.
La deuxieme équation se résout en !’ = 1 puis la premiere est alors [ = 2] d’ou [ = 0.

Ceci est absurde car, dans la question a), on obtient 1 =1" =1 x % = 0. Donc la suite
(sin(n))n>o diverge sans limite.
Exercice 17
Solution :

a) Soit p > 1 un entier et x € [p,p + 1] un réel. Onap<x<p—|—1doncm< 910 <%
Doncf§+1p—i1dx<f5+l A < prldxcad <fp+1 dx<%.
Puis en remplagant p par p — 1 dans I’ 1negahte de gauche, on trouve % <[ ;_1 % et on en
déduit I'encadrement : pr dz o1 < da

D x P p—1 x
b) Ona S, =>,_, n%—k <D ohy fn;rkk L= ann 4z —1n(2n) —Inn =In2.

Et de méme S, = Y, 5 > Yy f"*’““ dz _ 2t ds _yy9n 4 1) —In(n+ 1) =

n+1 T
In (2”+1) — oo In2.

n+1
Donc par théoreme d’encadrement, S;,, — 400 In2.
¢) On montre le résultat par récurrence sur n € N*.
Init. Pourn=1,onaTy=1-1/2=1/2et S; =1/(14+1) =1/2.
Hér. Soit n € N* tel que Tgn =5,

. n+1 n 1 2n+2 1 _ 1 1 1
On a Sn—i—l - Zk: 1 n+1+k‘ Zk:l n+k Zl:n-{-Q 1 Zl n+1 l — 2n+1 + 2n+2 n+1
(2n+2)+(2n+1) 2(2n+1) _
(2n+1)(2n+2) - (2n+1)(2n+2) "
, _ 22 (D) om0 1 1 1
D’autre part, Topio —Ton = ) 3oy k k=1"k  — 2nfl  2nt2 _ (@ntD)(@n+2)
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5.4 Probléme classique

Ainsi Sy, 41 — Sy, = Topqo — 1oy, avec S, = To, par HR donc Sy, 41 = Tonto.
Concl. pour tout n > 1, Ty, = S,, et Ts,, tend vers In 2.

Or Topy1 = Top — In 2 + 0 par opération. Donc la suite totale tend bien vers In 2.

1
+ 2nm
Exercice 18

Solution :

a) Pourn > 1, ona vVn+1—n = \/j%l_kfgmcar\/n—i— >\/>A1n51ﬁ2
2(Vn+1—+/n)
Ainsi u, = Y0, % > 3 2(Vi+T = V9) = 2(vn+1—1) par télescopage. Puis
2v/n 4+ 1 — 2 — 4o00. Donc par théoreme de comparaison, u,, — 400.
b) On a déja établie que u,, > 2v/n+ 1 — 2.
- _ 1 1

De maniére analogue, on a vn+1—/n = ﬁﬂ/ﬁ > ST
Puisunzzjlf ZJO\/JT<22 VI VG=2yn

Puis on en déduit 27”i%2 < ﬁ < 2, avec 27”%1172 ~ too 2\%7 — 2.

Donc par théoréme d’encadrement, u, //n — 2.
¢) On note v, = u, — 2y/n.
On a vpt1 — Uy = Ups1 — Uy

2(vn+1—+/n) <0. Donc v, est

n+1

décroissante.
Puis v, = u, — 2v/n > 2v/n+1—2 —2y/n > —2. Donc v,, est minorée.
Ainsi d’apres le théoreme de la limite monotone, la suite v, converge.
Exercice 19
Solution :

a) Soit & > 0. Il existe N € N tel que Vn > Ny, |u,| < &/2. Puis pour n > Ny, |v,| <
1 Zk 1 luk| < n(Zk L Uk) + % ZZ:Nl-H £/2 < ay + %Mg/z'
avec a, = - Zk:l up —n—o 0. Donc il existe Ny € N tel que Vn > Na,a, < &/2.
Ainsi pour n > max(Ny, Na), [v,| < an+2=21e/2 < £/2+¢/2 = e. Clest & dire la définition
de v, — 0.

b) On note u, = a, + A avec a, — 0. Donc v, = 230wy = 230 (ap + ) =
(351 ar) + X — X car d’apres la question précédente = 371 | aj — 0.

¢) Soit M € R. On sait qu’il existe un rang N € N tel que Vn > N,u, > M’ avec M’ € R &
déterminer.
Donc v,, > % Zszl U + MM’
On a %ch\fﬂ ug, — 0 donc Zk L ur > —1 APCR.
Et =X ntl > 1/2 APCR.
Ainsi APCR v, > =1+ M'/2 = M en posant M’ =2M + 1.
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