TD5 : Nombres réels et suites

5.1 Inégalités et borne supérieure

Exercice 1 (x) Montrer que tout réels = et y strictement positif :

2z T +
L vay < < V@ P2,

r+y

Pour quels valeurs obtient-on ’égalité pour chacune des inégalités.
Exercice 2 (x) Démontrer les propriétés suivantes :
a) Pour tout z € R et tout n € Z, |z +n] = [z]| +n.
b) Pour tout z,y € R, |z] + |y] < |z +y].
c) Pour tout z,y € R, || + |y| + |z +y] < [2z] + |2y].
Exercice 3 (xx) Déterminer les bornes inférieure et supérieure, lorsqu’elles existent, des ensembles
suivants :

1
A—{ 1 pourmeN*etneN*} etB—{+(—1)”pourneN*}.
mn + 1 n

Exercice 4 (%) Soient A et B des parties non vides de R vérifiant : Vo € A,Vy € B,z < y.

a) Prouver l'existence de sup(A) et inf(B) et montrer que sup(A) < inf(B).
b) Montrer que sup(A) = inf(B) & Ve > 0,3z € A,y € B, |z —y| <e.

Exercice 5 (xx) Déterminer les ensembles : I = J,cn- [0,1— 2] et J =, o |—2, L[
5.2 Suites réelles explicites et récurrences linéaires
Exercice 6 (x) Déterminer, lorsqu’elles existent, les limites des suites suivantes :
a) % d) n*+cosn g) Yo olta,b>0,
2 n
1 nZ(1+(=1)") 143+...4+(2n—1
b) &+ (-1 ©) h) EE
+(—1 n, 2 . 24...
¢) i+ (—1)" [) mEnt i) n® x SR

Exercice 7 (x) Déterminer une expression explicite et la limite éventuelle des suites définies par :

ant2 = 6any1 +8an =0 o) Cny2 —Cpy1+ % =0
ag=1et ag = —2 cozletclzé

b) 2bn+2 + bn+1 — bn =0 d) dn,+2 - 6dn+1 + gdn =0
b0:3etb1:0 dO:Oetd1:3

Exercice 8 (x) Etudier la suite définie par ses deux premiers termes ug et u; strictement positifs
et la relation de récurrence : uy19 = \/Untny1, pour tout n > 0.

Exercice 9 (x) Soit (uy,) la suite telle que ug =0 et Vn €N,  upq1 = (/U2 + 57 .
Calculer u2. En déduire la limite de la suite (uy,).

5.3 Suites récurrentes non linéaires

Exercice 10 (x) Etudier la suite définie par ug = 3 et Vn € Ny w11 = V2 + uy,.
Exercice 11 (x) Etudier la suite définie par ug =1 et Vn € N, w41 = \/u2 + up + L.

Exercice 12 (xx) Montrer que la suite définie par ug € [0,2] et ¥n € N, upt1 = /2 + (=1)"uy,
n’admet pas de limite.
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Exercice 13 (x) Soient 0 < ag < by deux nombres réels positifs. On pose pour tout n >0 :

an +0b
ant1 = Vapb, et by = %

Montrer que les suites a,, et b, convergent toutes les deux vers une méme limite.
Exercice 14 (%) Soient deux suites réelles définies par : ag = 1 et by = 2.

Pour tout n € N, a2+1 =L 4+ ety = @.

a) Montrer que les suites sont bien définies.

b

)

) Montrer que a,, et b, sont des rationnels.
¢) Montrer que a,b,, est stationnaire.
)
)

d
e

Exercice 15 (xx) Soit (u,) la suite telle que ug =0 et Vn € N, upq1 = (/ty + 5.
2

Déterminer le signe de b,, — a,.
Montrer que les suites sont adjacentes et déterminer si la limite est rationnelle.

On désigne par «, 'unique solution positive de I’équation : x* — = — 2% =0.
Montrer, par récurrence sur n, la propriété : Vn > 2,  wu, > a, .
En déduire que la suite (uy,),>2 est décroissante et trouver sa limite.

5.4 Probleme classique

Exercice 16 (%) (Divergence de (sin(n))n>0.)
On suppose par I'absurde que sin(n) — [ admet une limite finie.

l—cosl
sin 1

a) Montrer que la suite (cos(n)),>o est convergente et que sa limite est I’ =1 x
b) Déterminer les limites de (sin(2n)),>o et (cos(2n)),>o de deux manieres.
¢) En déduire que I =0 et I’ = 1 et conclure.

Exercice 17 (¥%) (Série harmonique)

* . _ n 1 _ n (_1)1"71
Pour tout n € N*, on pose : S, =>,_; et T = D

a) Montrer que pour tout p > 1, f;“ % < % < ;’_1 %.
b) En déduire la limite de la suite (S,,).
¢) Montrer que pour tout n € N*, Ty, = S,,. En déduire la limite de T,.
Exercice 18 (x%) (Série divergente)
Pour tout entier n > 0, on pose : u, = \iﬁ+%+~-~+ﬁ :2?21%.
a) Prouver I'inégalité : ﬁ >2(v/n+1—+/n).
En déduire que la suite (u,,) diverge vers +oo.
b) Prouver les inégalités : 2v/n + 1 — 2 < u,, < 2y/n. En déduire que L\/ﬁ converge.
c) Montrer que u,, — 24/n est une suite décroissante et convergente.
Exercice 19 (x x x) (Lemme de Cesaro) Soit (uy,),>1 une suite de nombres réels.
On considere la moyenne arithmétique des premiers termes : v,, = W = % 2?21 Uj.
a) Montrer qu'on a : limu, =0 = limv, =0.
b) Soit [ € R*. Montrer que : limw, =1 = limwv, =1.
¢) Montrer que : limu, = 400 = limwv, = 400.
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