TD7 : Dérivabilité - Corrigé

Exercice 1
Indication :
On utilise le théoreme de la bijection continue : Si f est strictement monotone et continue
sur I un intervalle alors f réalise une bijection de I vers f(I).
De plus f~! est dérivable en b = f(a) € f(I) si f est dérivable en a et f'(a) # 0.
Et on a la formule (f~1)'(b) = ﬁ
Solution :

a) La fonction est dérivable sur R} et f/(z) =14 1 > 0. Donc f est continue et strictement
croissante et réalise une bijection de R vers f(R%).
On a limg f = —oo et limy o f = +o0 donc f(]0,+o0[) = R.

b) Pour z € R, on a f'(z) = 14+ 1 # 0. Donc f~' est dérivable sur f(R;) = R. Pour

—1 o 1 _ 1 _ fﬁl(x)
yeR,(f7)(y) = PO =gy f*l(y)yﬂ‘

Exercice 2

Indication :

On raisonne comme dans ’exercice précédent. On peut ici prolonger la fonction en ¢ = 0 et
regarder le prolongement de la réciproque.

Solution :

La fonction f de classe C'°° sur R* par opération.

Soit t € R*. On a f/(t) = oo = et (el — 1 - 1),
Le signe de f’ ne dépend que du signe de g(t) = et — ¢ — 1.
La fonction g dérivable sur R et ¢/(t) =e? —1 > 0 ssi t > 0.
Donc g atteint un minimum global en ¢t = 0 (décroissant puis croissant) avec g(0) = 0. Donc ¢
est toujours positive. Ainsi f' > 0 et f est strictement croissante sur R* et sur R*.
On a f(t) ~ioo te! = 400 et f(t) ~_oo te! — 0.

-1
De plus pour ¢ # 0, f(t) = = = ¢’ (%) —40 €2(e?)71 = 1 comme limite de taux
d’accroissement.

Donc f réalise une bijection de | — 0o, 0] vers ]0, 1] et également une bijection de ]0, +oo[ vers
11, 4+o0].

Ainsi f se prolonge par continuité en posant f(0) = 1 et réalise une bijection de R vers R .

La bijection réciproque est continue et dérivable sur RY — {1} car f’ > 0 ne s’annule pas
sur R*. On peut étudier le prolongement de f/ en 0. On trouve limg f* = 1/2 # 0. Ainsi f est

dérivable en a = 0 donc f~! est dérivable en b= f(a) =1 et (f~1)(1) = % =2.

Exercice 3
Indication :
On dispose de ’équivalence : f est dérivable en a ssi f admet un développement limité d’ordre
1 au voisinage de a. De plus on a la formule ’ fla+h) =p=0 f(a)+ hf'(a)+ o(h) ‘
Solution :
On a f(a+h) =n—o f(a) + hf'(a) +o(h) et f(a —h) =0 f(a) — hf'(a) + o(h).
Donc f(a+h) — f(a— h) =0 2f'(a) + oh).
Et ainsi W —noo f'(a).

On note h =2 —a — 0.
On a @ =2f(@) _ af(ath)—(ath)f(a)

r—a h
=n-o 1 (af(a) +ahf'(a) —af(a) = hf(a) + o(h))
=n—o af’(a) — f(a) +o(1)

—n—o af’(a) = f(a).
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Exercice 4

Indication :

On commence par utiliser les résultats généraux sur les opérations. Puis on regarde les pro-
longements éventuelles de dérivabilité : Si f est dérivable sur I\ {a} et que lim, f' =1 € R existe
et est finie alors f est dérivable en a et f'(a) = I.

Solution :

Onal—t*=—(t—-1)(t+1)>0ssite]—1,1]

Donc f est définie et continue sur [—1,1] et dérivable sur | — 1,1 en tant que composée.
Soit t €] — 1,1[. On a f'(t) = —V1 — 2 + (1 — t) 2\737.

- AN v e _)3/2
De plus pour t €] — 1,0], f(t)t_{l( D = = 11+tt 1 8+31/2 —4——1 +00.

Donc f n’est pas dérivable —1.
Pour ¢ E}O, ].[, f(tz:{(l) = (a-t) 'tiztv 1+t = —v1- t2 —t—1 0.
Donc f est dérivable en 1 et f/(1) = 0.

Exercice 5

Indication :

En suivant les questions, on arrive a démontrer que f est dérivable sur un voisinage de 0. Puis
vérifie une équation différentielle et on la résout.

On peut remarquer qu’il s’agit de la formule d’addition | tan(x + y) = % .

Solution :

2£(0)/(1 = £(0)?).

a) Pour x =y =0, on trouve f(0) =
= 2 qui n’admet pas de solution réelle.

Donc f(0) =0 ou 1 — f(0)?
Ainsi f(0) = 0.
On sait f est continue en 0 donc limg f = f(0) = 0 et | — 1/2,1/2[ est un voisinage de 0
la limite. Donc il existe un voisinage | — a, a[ de 0 le point de départ tel que f(] — a,a]) C
] —1/2,1/2[.

b) Soit z,h €]—a,al. Ona [f(x)f(h)| = [f(z)|.[f(h)] < (1/2).(1/2) = 1/4. Donc f(z)f(h) # 1.
On peut appliquer ’équation fonctionnelle.
Ona f(z+h) = LEHL ) o L0 = f(a).
Donc f est continue en z.

c¢) De méme, on a f(“'h)_f(r) =z ( f(r)“‘f(h)) — f(x))

1-F () f(h

— 1 f@)+f(h)— f(33)+f(96) f(h)
- 1-f(x)f(h)

(h) 1) 1+f(2)?
- h- 1—f(z)f(h)
- f'( )(1 + f(2)?)
Donc f est dérivable sur | — a,a[ et f'(z) = C(1 + f(z)?) avec C = f/(0) une constante.

d) La fonction f est solution de 'équation différentielle y' = C(1 + y?).

Donc Arctan (y)' = 1+;;2 = C puis Arctan (y(z)) = Cz donne y(x) = tan Cz.

Puis en réalisant la syntheése, on trouve f(z) = tan(Cx) pour tout C' € R convient a la

relation : tan(C(z + y)) = %

Exercice 6
Indication :
a) Appliquer le théoréme de Rolle sur une fonction auxiliaire.
b) Raisonner par I’absurde et appliquer le théoreme de Rolle.
¢) On peut en déduire la limite a droite de E g lorsque & — a™. Puis on conclut en symétrisant
le raisonnement.
Solution :
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a) On introduit h(t) = f(t)g(x) — g(¢) f(x).
La fonction h est dérivable sur [a, z] et vérifie h(a) = h(z) = 0. Donc d’apres le théoréme
de Rolle, il existe ¢(x) €]a, z[ tel que h'(c(x)) = 0.
Or W(t) = f/()g(x) — g/ (1) f() d'ot f'(e(a))g() = ¢/ (c(x)) f (x).
b) Par l’absurde si il existe b € I avec b # a et g(b) = 0 = g(b). Alors il existe ¢ € I entre a et
b tel que ¢’(c) = 0 d’apres le théoréme de Rolle. Absurde car ¢’ ne s’annule pas sur I\ {a}.
¢) On note [ =lim, f'/¢’.
Pour = > a, on a a < ¢(z) < z donc par théoreme d’encadrement lim,_, .+ ¢(x) = a.
D’apres b) le quotient ! Ew existe.

)
)
Puis d’apres a), % = EEE;;? —gat Lie limgs f/g=1

On peut faire une construction analogue & la question a) lorsque z < a
et obtenir lim,- f/g = [ puis en déduire la régle de I'Hépital.

Exercice 7
Indication :
On recherche & appliquer le TAF sur f puis I'TAF sur f’.

Solution :
f

9) = f/(c¢) d’apres le TAF.

Il existe un ¢ €]a, b| tel que (’:

(¢ —a)sup|f”| par I'TAF.
(b

| <

Puis on a |f'(c)| = |f'(c) — f'(a)
De méme |f'(c)| = |f'(b) — f'(c)
Ainsi on trouve par addition 2| f’

(c

Ainsi |f(0) — f(a)| = (b—a)[f’

)=

b=

<
<

() (C)— a+b—c)sup[f’| = (b—a)sup|f”].
) <

— ¢)sup [f"].

SupacEab |f ( )|

Exercice 8

Solution :

Si f(b) > 0 alors f/(b) < 0.
On sait d’apreés le TAF qu'il existe d €]a, b] tel que f'(d) = f(b) f(a) f(b) > 0.
Alors f/(d) > 0 et f'(b) <0 avec f’ continue. D’apres le TVI, 11 existe ¢ E}d b[ tel que f'(c) =
Si f(b) < 0 alors f/(b) > 0 et on peut construire de maniére analogue d €la, b tel que f’(d)
% < 0. Ainsi par le TVI, la fonction f’ s’annule.

0.

Exercice 9

Solution :

Pour z € [0,1], on a f'(z)f'(f
Done /(z) = 0 ou f'(f(x)) = 1.
En particulier, Vy € [a,b], f'(y) €
Donc [f(a), f(b)] = f(la,0]) = f(f

La fonction est non constante donc a < b.

Pour ¢ €]a,b], on a f(c) — f(a) = (¢ — a)ky avec ky = f'(dy) € {0,1} d’apreés le TAF et de méme
f(0) = fle) = (b—c)kz avec ky = f'(d2) € {0, 1}.

Or f(b) — f(a) = [f(b) = f()] + [f(c) = f(a)] = b—a = ki(c—a)+ka(b—c) impose ky = kg = 1.
Puis f(c) = f(a) + ¢ — a = c. Et donc f est I'identité sur [a, b].

Si @ > 0 alors pour 0 < t < a, f(tiig(a) = f(tt_);a < 0 car f(t) € f([0,1]) = [a,b]. Or
lim,, W = f’(a) =1 < 0 ce qui est absurde. Donc a = 0.

De méme si b < 1 pour b < ¢t < 1 on aurai f(t) f(b) < 0 avec limy, f(ti {:(b =1 Absurde.

Donc f est I'identité sur [0, 1].

(z)) = f'(z) en dérivant la relation.

On note [a,b] = f([0,1]) C [0, 1] le segment image.
{0,1} est positif. Donc f est croissante sur [a, b].
([0,

1])) = f([0,1]) = [a,b]. Donc f(a) = a et f(b) =b
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Exercice 10
Indication :
On peut utiliser la caractérisation pour les fonctions de classe C? :

’ f est convexe ssi f’ est croissante ssi f” > O‘

Solution :

a)

Les deux fonctions sont de classe C? alors g o f est également de classe C2.

Ona(gof) =f xgofpuis(gof) =f"xgof+(f)xg"of.

On sait que f” > 0 car f convexe puis g’ > 0 et g”” > 0 car g croissante et convexe.

Donc (go f)” > 0 et on en déduit que g o f est convexe.

La fonction f est strictement croissante et continue donc elle réalise une bijection de I vers
f(I). Si f' ne s’annule pas sur I alors f~! est de classe C? sur f([).

_ — 1N/ et/ -1 _ //o —1
On a (/1Y = prmr et (171" = Yl Lo~ — hieln <o,

Car f est convexe donc f” > 0 et f est croissante donc f’ > 0 alors f~! est concave.

Si f’ s’annule alors notons ¢ € R tel que f'(c) = 0. Par croissance de f’, on en déduit que
Vo <z, f'(z) < f'(c) = 0. Donc f est décroissante sur | — 0o, ¢]. Absurde par hypothese.

Exercice 11
Indication :
On démontre la relation par récurrence sur n € N*,
Le cas n = 2 correspond a la définition de la convexité.
Solution :

a)

On montre le résultat par récurrence sur n € N*.

Initialisation n =1 on a a1 =1 et f(a1z) = f(z) = a1 f().
n=2onaa;=1—qp et comme f est convexe :

flarzr + (1 — ar)z2) < ar f(z1) + (1 — on) f(z2).

Hérédité Soit n € N* tel que le résultat soit acquis.

Soient ay, ..., n11 € [0,1] et z1, ..., 2py1 € [a,b] tels que ZZI% ap = 1.
On pose m = ZZ=1 ay de sorte que m + a1 = 1.

On pose également y = = > | oy, € [a,b].

Ainsi f(my + anp12n41) < mf(Y) + anp1 f(2n41) par convexité.
Puis f(my) = f (g Sar) < Xpoy 5 f(xr)

par HR avec la famille de coefficients 8 = .

En effet, Y1, B = 2 >0 o = L.

Ainsi f (Z:Zi ak.xk) = f(my + ans1Tny1)

<mf(y) + anp1f(Tny1)

< mZZ:l %f(xk) + O‘n-i-lf(xn-i-l)

=St anf(zy).

La fonction exp est convexe car exp” > 0.

Donc pour y1,...,4n € Ret 1/n+ ...+ 1/n =1, on obtient :

ﬁ evr/m = eXP(En: Yr/n) < En: e’ /.
k=1 k=1 k=1

En posant zj, = e¥% > 0, on trouve (z1...z,)"/" < Lot
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