DM2 - Corrigé

Exercice 1: 1. y/(t) — 3y(t) = e +sin(2t) avec I = R.
C’est une EDL1 a coefficient constant o = 3 et avec second membre e? + Im(e?).
Les solution homogenes sont yp,(t) = Ae3 pour A € R.

On résout y] — 3y, = et avec y; (t) = ael.

On obtient ae! — 3ae! = ¢t = —2a =1 a= 3.

2
On résout yh — 3yo = 2 avec ys(t) = ael.

: o4t 21t _ _2it . _ 1 —3-2i
On obtient 2iae®®* — 3ae“ = ¢ @(2273)af1<i>aim = =5

Les solutions sont y(t) = yn + y1 + Im(yz) = Ae3" — ! — 2 cos(2t) — & sin(2¢).
2. t(t+ 1)y (t) — (t+2)y(t) =t avec I =R,
t42

C’est une EDL1 a coefficient non constant a(t) = ey avee second membre b(t) = ==

continue sur I.
Onaa(t) =2+ t:_—ll donc A(t) = 2Int — In(t + 1). Puis y,(t) = AeA®) = )\ti—zl pour
AreR

On recherche une solution particuliere avec la méthode de Lagrange y,(t) = K(t) 4~

2 2
On a y,(t) = K'(t) 45 +K(t)t3_—tl fK(t)(Ht_il)z.

Puis ¢ = (¢ + 1)y, (t) — (t + 2)yp(t) = K’ (1) + 22K () — K (t) ;47 — K (1) (t2)¢%
= t3K'(t) car les facteurs de K(t) s’annulent bien.
Donc K'(t) = 3 puis K(t) = 5. Ainsi y,(t) = 5.
Conclusion y(t) = )‘ttizt pour A € R.
Exercice 2: 1. On a ¢(—z) = Arcsin (sin(—2x)) = Arcsin (—sin(2x)) = —Arcsin (sin(2z)).
Donc la fonction est impaire.

La périodicité est celle de x +— sin(2z). ¢ est m-périodique.
Puis comme composé de fonction continue sin : R — [—1,1] et Arcsin : [-1,1] —
[—7/2,7/2], ¢ est continue de R vers [—m/2, 7/2].
2. Les fonctions Arcsin et sin sont réciproques sur certains domaines.
Donc pour y € [—m/2,7/2], Arcsin (sin(y)) = .
Pour z € [0,7/4], on a 2z € [0,7/2] donc Arcsin (sin(2z)) = 2z.
Pour z € [r/4,7/2],7 — 2z € [0,7/2] donc Arcsin (sin(2z)) = Arcsin (sin(r — 2z)) =
T — 2.
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4. La fraction rationnelle x 1_2& > est C°° sur R car le dénominateur ne s’annule pas.
Puis 1 + 2% — 2|z| = (1 — [2])? > 0 donc 1 + 22 > |2x| et ainsi ‘13_”';2 < 1. Or Arcsin

est continue sur [—1, 1] donc la composée est continue sur R.

5. Soit 0 €]—7/2, /2|, on calcul f(tan(f)) = Arcsin (1322?15)0) = Arcsin (%) =

Arcsin (sin(26)) = ¢(6). Donc pour x € R, on peut écrire © = Arctan (6) et donc
f(z) = p(Arctan (x)).
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6. On sait que ¢ est dérivable sur | — w/4, w/4[+7Z et Arctan : R —] — /2, 7/2[ est
dérivable et prend des valeurs —m/4 et m/4 respectivement en —1 et en 1. Donc la
fonction f est dérivable sur R — {—1,1}. De plus, on a :

2 .
2 €]-1,1
F/(@) = re(Arctan (2)) = g7 %P7
T¥a? simon
7. On dispose de limite & droite et a gauche : limy+ f' = lim(_)- f' = —1 et lim;- f' =

lim(_q)+ f" = 1. Donc f est dérivable & droite et & gacuhe en —1 et en 1 mais n’est
pas dérivable car admet des nombres dérivés différents.

8. On dispose des équations de tangentes :
En 0,y = f(0) + f'(0)x = 2x.
En 3,y =7/3— 1(z — V3).
En 1/V3,y =7/3+ %(Jc —1//3).
En —V3,y=—7/3— 1(z+V3).
En —1/V3,y = —n/3+ 3(z+1/V3).
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