DMS3 - corrigé

Exercice 1 : a) Pour z € [0,7/4], tan(r/4 — z) = ltfrtl;z(/:}z)t:;é(__xz) = 1;:3253
Car tan(w/4) = 1 et tan(—z) = — tan(x).
b) On pose u = 7/4 —x et du = —dz. Donc I = f /410 n(l + tan(w/4 — u)(—du)
77/4 In(1 + tan(n/4 — u)) du

= 77/41 (1 + 1= t‘n“) du d’apres a.

0 1+tanu
/4
= fO In (1+tanu) du
= 0”/4 fﬂ/ In(1 + tanu) du par linéarité
=7In2— I
Donc I = % In2 — I montre que I = % In2.
¢c) Onal= fﬂ/41xln1+tanx)dx

[z1In(1 + tan(z ))}“/4— Oﬂ/4x 1 L dy

cos?2 z 1+tanzx
_m _ /4 zdx
4 In2 0— f cos z(cos z+sinz) *

On en déduit que fo Y wde 7o 7o Zln2.

cos z(cos z+sin ) 4

Exercice 2 : a) On peut démontrer par récurrence que f est de classe C™ pour tout n € N*.
Initialisation n = 1 est donné par ’énoncé
Hérédité Soit n € N*. On suppose f de classe C™ On peut écrire f' = f o h avec
h(z) = L de classe C*°. Donc f’ est de classe C™ puis f est de classe C™ 1.

On peut dériver équation, f”(z) = =3 f'(£) = =3 f(z). En effet, en remplacant =
par 1/z dans I’énoncé, on obtient f/(1/x) = (va) f(x). On a bien établit que
2?f"(x) + f(z) =0

f(e?) est de classe C™° par opération.
) +etfi(ef) = a?f"(x) + af ().
) +

g(t). Donc g est solution d’une

b) Pour z > 0, on note ¢t = Inz € R. Puis g(t) = f(
Ona g'(t) =e'f'(e') = xf'(x) et g"(t) = e* (e’
On en déduit que z2f"(x) + f(x) = ¢"(t) — ¢
EDL2 & coefficients constants.

(t

c¢) Le polynoéme caractéristique est X2 — X + 1 et admet pour racine % + ? Notons
w= § Ainsi g(t) = ae/? cos(wt) + e'/? sin(wt) avec a,b € R.
Donc f(z) = g(Inz) = \/z (acos(wlnz) + bsin(wInx)).
d) Onréalise lasynthese. Ona f'(x) = ﬁ (acos(wlnz) + bsin(wlnz))+v/z (—% sin(wlnz) + 2 cos(wnz))
= \% ((a/2 4+ bw) cos(wlnz) + (b/2 — aw) sin(w In x)).
Et f(1/z) = \F (acos(wlnz) — bsin(wInx)).
a/2+bw =a
b/2 —aw = —b

Ainsi f(z) = AVz ( cos(wlnz) + 3 sin(wn x))
= Ay/x cos (% Inz — g) pour A € R quelconque.

Donc on obtient le systeme { & ... a=+/3b
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