5.1 Inégalités et borne supérieure

TD5 : Nombres réels et suites - Corrigé

5.1 Inégalités et borne supérieure

Exercice 1

Indication :

On montre tour-a-tour chacune des majoration a < b en étudiant le signe de b — a ou de
b? — a? si ils sont tous les deux positifs.

Solution : Soient x,y > 0 deux réels.

T 2 T— 2
Ona =3 — /oy = §(va' - 2Va g+ i) = 50 > 0,
avec égalité ssi \/z = \/y ssi z = y.

On a /Ty — j% = Qm‘iiy(% — /zy) > 0 avec égalité ssi xz = y.

On a # — (%”)2 =a2/4 —ay/2+y? /4 = % > 0 avec égalité ssi © = y.
Exercice 2
Indication :
On utilise principalement la définition de la partie entiére a savoir ’encadrement suivant :

r—1l<|z]<z<|z]+1

Solution :

a) Soit x € RetneN.
Ona|z|<z<|z]+1
Donc [z|+n<z+n<|z|]+n+1ave |z|+n€Z.
Ainsi, par définition, |z] + n est la partie entiere de x + n i.e. |z +n| = [z] + n.
b) Soit z,y € R.
Ona |z|+ |yl <z+ycar [z] <zet |z] <y.
Donc |z] + |y] < |z + y] car t — [t] est croissante.
¢) Soit z,y € R. On note m = |x] et n = |y] leurs parties entieres.
Ainsi dans tous les cas, |z] + |y| = m +n.
lercas Size[m,m+1/2[etye€nn+1/2,
alors |z| + |yl + [z +yl=m4+n+(m+n)carm+n<z+y<m+n+1.
et |2z] + |2y] =2m +2n car 2m <2z < 2m+ 1 et 2n <2y < 2n + 1.
Dans ce cas, il y a égalité.
2eme cas Siz €[m,m+1/2[ety€e€n+1/2,n+1],
alors |2z| + |2y] =2m + (2n+1)
et |[x+yle{m+nm+n+llcarm+n+1/2<z+y<m+n+3/2
Dans ce cas, il y a inégalité large.
3eme cas Siz € [m—+1/2,m+ 1] et y € [n,n+ 1/2], en échangeant le role de x et y, on se
ramene au 2eme cas.
deme cas Siz e [m+1/2m+1etycn+1/2,n+1],
alors |2z] + [2y] = 2m + 1)+ (2n + 1)
et l[z+yl=m+n+lcarm+n+l<z+y<m+n+2.
Dans ce cas, il y a inégalité stricte.
Exercice 3
Indication :

On utilise la caractérisation séquentielle de la borne supérieure m = sup A sous les deux
conditions :

1. m est un majorant de A i.e. Ya € A,m > a.

2. il existe une suite d’éléments de A proches de m i.e. Ja,, € A =, 100 M.
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5.2 Suites réelles explicites et récurrences linéaires

On dispose du résultat analogue sur la borne inférieure.

Solution : Soit a € A, il s’écrit donc a = T avec n,m € N*.

Donc a < ﬁ < 1 car maximal lorsque m =1 et a > ﬁﬂ > 0 car minimal lorsque n = 1.

Donc A CJ0,1[ est une partie bornée et non vide. Donc elle admet des bornes supérieure et
inférieure.

On consideére la suite u,, = 27 € A et vérifie u,, — 1 donc 1 < sup A. Or 1 est déja un
majorant i.e. 1 > sup A. Donc sup A = 1.

De méme la suite v, = #H € A vérifie v,;, — 0 donc 0 > inf A. Et on sait déja que 0 est un
minorant donc inf A = 0.

On décompose B = Bpuir U Bimpair- Pour b, = % +(-1)" e B.

Sin =2k > 2 est pair, b, = £ 4+ 1 €]1,3/2] car la suite est décroissante commence a 3/2 et
tend vers 1.

Sin=2k+1>1 est impair, b, = + — 1 €] — 1,0] car la suite est décroissante commence & 0
et tend vers —1.

Ainsi sup B = sup Bpgir = 3/2 et inf B = inf Bjppair = —1.
Exercice 4

Solution :

a) Les parties sont non vides. Donc ils existent ag € A et by € B. Ainsi ap est un minorant
de B et by est un majorant de A. Donc d’apres I’Axiome de R, les bornes sup A et inf B
existent et sont finies.

On considére une suite (ap)n>0 d’éléments de A qui tend vers sup A et une suite (by,)n>0
d’éléments de B qui tend vers inf B. On sait que pour tout n € N, a,, < b,, donc en passant
a la limite, on trouve sup A = lima,, < limb,, = inf B.

b) (=) On suppose sup A = inf B. Soit € > 0. On sait que sup A — £/3 n’est pas un majorant
de A. Donc il existe z € A tel que z > sup A — ¢/3. De méme inf B + ¢/3 n’est pas un
minorant de B. Donc il existe y € B tel que 2 < inf B+¢/3. Donc |z —y| < (inf B+¢/3) —
(supA —e/3) =2¢/3 <e.

(<) On suppose par contraposée sup A < inf B. On pose ¢ = (inf B — sup A) > 0. Soit
r€Aety€e B.Onax < supA <inf B<ydonce<inf B—supA <y—z. Cequi donne
|x — y| > e. Ce qui établit bien la négation Je > 0,Vx € A,Vy € B, |z —y| > «.

Exercice 5
Indication :
On justifie que I et J sont des intervalles. Puis on calcul leurs bornes supérieures et inférieures.
Solution :

Montrons que I est convexe. Soit a,b € I alors il existe n,,n, € N tel que a € [07 1-— n%] et
be [0,1—%}.SoitxeRtelquea<x<b. Ona0§a<x<b§1—nibdoncx€ [0,1—7%}
puis x € I.

On ainf I = min/ = 0 car 0 minore I et 0 € I.

D’autre part sup I =1 car 1 majore I et lim;(1—1/n) = 1.

Ainsi I est intervalle I =[0,1[ car 1 ¢ I.

Montrons que J est convexe. Soit a,b € J et a < x < b. On sait que pour tout n € N* a,b €
[-1/n,1/n]. Donc —1/n<a <z <b<1/npuisz € [-1/n,1/n]. Donc x € J est convexe.

Enfin inf J =lim; o, —1/n=0¢€ J et supJ = limyo, 1/n =0 € J. Donc J = [0,0] = {0} est
un singleton.

5.2 Suites réelles explicites et récurrences linéaires

Exercice 6
Solution :

2n2+1 2n?
a) On a BT oo G 2

Ainsi la suite est convergente donc en particulier elle est bornée.
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5.2 Suites réelles explicites et récurrences linéaires

b) On note u, = = + (—1)"

1
On a U241 = Py

. On a ugy = ﬁ + 1 tend vers 1 et la sous-suite est bornée.
— 1 tend vers —1 et la sous-suite est bornée.

Les deux sous-suites sont bornées donc la suite totale aussi. Par contre la suite n’admet pas
de limite car il y a deux valeurs d’adhérence différentes.

¢) Ona+n+(-1)" > /n—1— +oo. Donc par encadrement la suite tend vers +oc.
En particulier, elle est minorée mais pas majorée.

d) On a n* 4+ cosn > n* — 1 — +oo. Et de méme elle tend vers +o0, est minorée mais pas

majorée.
e) On note u,, =

2
Donc 0 < u,, < 3’:_1 ~

3+1

_ n?(+(=DH")

n3

.Ona0<1+ (-1 <2,
2n

2
=2 =0

Ainsi u,, tend vers 0 par encadrement.

f) On note v, = %
_ _ 2k+(2k)*  (2k)®
On a var = GrzraryrT ~ @r? 7 L
Bt vopq1 = 2ht]—(2k+1)” —(kt1)? —1.

k+1)2+(2k+1)+1 ~ (2k+1)2

Donc la suite v,, diverge car elle a deux valeurs d’adhérence différentes.

a”—=b"
a™+bn *

Si a > b alors wy, ~4o0

g) On note w, =

Sia < b alors wy, ~4eo

Sia=b alors w,, =0 — 0.
h) On a 43+, 4+@2n=1) _ >p,

Tr2t..+n
i) On a n? x t2ttn

_n

bn

On réalise une disjonction.
a5 1.

a

=b -1

(2k—1) _ n(n+l)—n _ 2(n—1) 2n
= 1 ~ 7 — 2

SiF n(nF1)/2 — ot

2n(n+1)/2 _ 2n

T+8+..+n3
Exercice 7
Indication :

n2(n+1)2/4 — n+l

n 9
n

On utilise la méthode pour les SRL2 (analogue au EDL2) :

1. On détermine les racines du polynomes caractéristique x(X) = X2 + a1 X + aq.

2. On trouve les coefficients A1, A2 dans 'expression du type u, = A1g}7 + A2¢5 & l'aide des

conditions initiales.

Solution :

a) Le polynéme caractéristique est X2 — 6X + 8 = (X — 4)(X — 2).
Donc pour tout n € N, a,, = A\14™ + A\22™.

Les valeurs ag = 1 et a;

On obtient A1 =1 et Ao

A+ Ao =1

—2 donne le systeme
AM1+2)y =2

-3.

Donc pour tout n € N, a,, = 4" — 3 x 2™

b) Le polynome caractéristique est X 24 X %
Donc pour tout n € N,a, = A1(—1 + Ao (%)

Les valeurs by = 3 et by = 0 donne le systeme {

=(X+1)(X -1

A1+ Ae =3
—)\1+%>\2 :0

On obtient Ay =1 et Ay = 2.
Donc pour tout n € N, b, =2 x (1/2)" + (=1)™.
¢) Le polynéme caractéristique est X2 — X + 1 =(X—(1/2)%+ (1/2)2

Les racines sont 1 +4 Z

\[ izﬂ'/4

2

Donc pour tout n € N, ¢,, = <ﬁ> (A1 cos(nm/4) + Agsin(nw/4)).

Les valeurs ¢ =1 et ¢; =

1
1 N
= donne le systeme
: Wit =4
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5.3 Suites récurrentes non linéaires

On obtient Ay =1 et Ay = 0.
Donc pour tout n € N, ¢, = (v/2/2)" cos(nr/4).
d) Le polyndéme caractéristique est X2 — 6X + 9 = (X — 3)2.

Donc pour tout n € N,d,, = 3"(A\; + nhz).

Les valeurs dg = 0 et d; = 3 donne le systeme M =0
3A1+X) =3

On obtient Ay =0 et Ay = 1.

Donc pour tout n € N, d,, = n3".

Exercice 8

Indication :

Etudier la suite v,, = In(u,) apres avoir justifier son existence.

Solution :

Par récurrence immédiate, on a Vn € N, u,, > 0.

On peut donc étudier la suite v, = Inwu,, définie par vg,v; € R et la relation de récurrence :
Upte = M Upi2 = In/upty 1 = %lnun + %lnunJrl = %U,Hl + %Un.

La suite (vy,),,>0 est une suite récurrente linéaire d’ordre 2. Son polynéme caractéristique est
X(X)=X2-X/2-1/2= (X —-1)(X +1/2).

Donc v, = M 1™ + Aa(—1/2)™ avec A1, A2 € R.

Puis Vo = )\1 + )\2 et v = )\1 — )\2/2

Donc A; = (vg + 2v1)/3 = In {/upu? et Aa = 2/3(vg — v1) = In {/ud/u?

Puis u,, = expv, = exp 1. exp(Aa(—1/2)") = ugu? (ug/uy)?/3=1/2",

Donc la suite u,, tend vers {/ugu?.

Exercice 9
Indication :
Etudier la suite v,, = uZ.
Solution :
Soit n € N. Onau?, ; =u2 + 5.
2 2 n—1_ 9 2 _ n—-11 _ 1-(1/2)" _ —
Done uz, —ug = 35— Ui — Ui = Dp—g 37 = 1773y = 21 =27") =400 2

Ainsi u, = /(U2 —ud) +u2 = /2 +ut = V2.

5.3 Suites récurrentes non linéaires

Indication pour les exercices 10, 11 et 12 :
Pour étudier les suites du type u,+1 = f(u,), on applique la méthode suivante :

1. On recherche les points fixes en résolvant f(z) = .

2. On étudie les variation de f. Si f est croissante alors (u,) est monotone et contenue dans
un intervalle stable I. Si ug € I et f(I) C I alors Vn € N,u,, € I.

3. On étudie le signe de g(z) = f(z) —x. Si g > 0 sur I alors (uy) est croissante, si g < 0
alors (u,) est décroissante.

4. On conclut a I’aide du théoréme de la limite monotone.

Exercice 10

Solution :

La fonction f(x) = /2 + x est croissante. On a u; = f(ug) = V5 < 3 = uo.

Donc par récurrence, on peut démontrer que Vn € N, u, > tpy1.

Init. On a démontrer ug > u;.

Hér. Soit n € N. On suppose u,, > Upy1 alors up41 = f(un) > f(Unt1) = Unqo car [ est
croissante.

Concl. La suite (u,)n>0 est décroissante.
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5.3 Suites récurrentes non linéaires

La fonction f est a valeurs positives (car fct racine). Donc pour tout n € N, u,, > 0. La suite
est décroissante et minorée. Donc elle converge vers [ > 0 un point fixe de la fonction.

Puis on résout f(I) =1l ie. v/2+1=1donc(?—1—2=0ainsi l € {2, —1}. Or [ positif, donc
l=2.
Exercice 11

Solution :

On pose f(z) = Vx2+ z + 1. Un point fixe | € R vérifie f(I) =1 donc (> = [*> + [ + 1 puis
Il = —1. Mais f(—1) = 1 n’est pas un point fixe. Ainsi f n’admet aucun point fixe et la suite
diverge.

La fonction f est croissante et uq = V3>1= ug. Ainsi par récurrence (uy)n>0 €st croissante.

Si la suite serait majorée alors elle tendrait vers une limite finie. Ceci est absurde. Donc la
suite est non majorée et on a u, — +oc.
Exercice 12

Solution :

On montre par récurrence que Vn € N, u,, € [0,2]. En effet si 0 < u,, < 2 avec n pair alors
2 <2+ u, <4etalors u,1 € [V2,2] C[0,2]. Si 0 < u, <2 avec n impair alors 0 < 2 — u,, <2
et alors u, 1 € [0,v/2] C [0,2]. Donc la suite est bornée.

Si la suite converge vers [ € [0,2] alorson al =241 et ] =+/2 l car ugkr1 = V2 + usg
et Uggro = /2 — Ugg+1. On résout les équations en | = 2 et 2 = /2 — 2 = 0 ce qui est absurde.

Donc la suite diverge sans limite.
Indication pour les exercices 13 et 14 :

On recherche a utiliser le théoréeme des suites adjacentes.

1. a, est croissante.
2. by, est décroissante.
3. b, —a, — 0 (ou on peut aussi faire b, — a,, > 0 pour une version partielle)

Exercice 13

Solution :

Soit n € N. On a bn+1 — Opt1 = (mf‘/ai”f > 0. Ainsi pour tout n > 0,0 < a,, < b,.
Puis b, 41 — b, = 2572 bu < (et la sulte est décroissante.

Et ant1 — an = /an(v/bp — /@) > 0 et la suite est croissante.

Donc les suites sont convergentes d’apres le thm de la limite monotone.
On note a,, — I, et b, — [ les limites finies des suites.
La relation b, = a”"’b“ montre que I = la ;‘lb donc I, = .

Ainsi les suites converge vers la méme limite.
Exercice 14

Solution :

a) On montre par récurrence que Vn € N, a,, > 0 et b, > 0.

Init. n=00naay=1>0et by =2 > 0.

Hér. Soit n € N tel que a,, > 0 et b, > 0. Alors a,, 1 = jaib" >0et by = % > 0.
b) On montre par récurrence que Vn € N, a,, b, € Q.

Initt n=00naa,=1€ZCQetby=2€Z CQ.

Hér. Soit n € N tel que a,,b, € Q. Donc a,, = A/B et b, = C/D avec A, B,C,D € N*.

. _ 2anb, __ 2AC _ an—i-bn _ AD+CB
Puis an41 = T 5 = Ab10B € Qet b, = *ngon = 25122 € Q.
2apbn Gntbn _
2

¢) Pourn € N,onaa,y1b,11 = = anb . Donc la suite produit a,,b,, est constante.

an+bn
_ an+tby 2apby _ (antbn)®—danbn _ (an—b,)?
d) Pour n € N’ ou a b"+1 T On+1 = 2 T aptbn, 2(an+bn) T 2(an+bn) >0
2anbp _ n _ n
e) On a apy1 —a, = afT —ap = ﬁ(%” —(an +bp)) = ana+bn (b, — an) > 0. Donc la

suite (an)n>0 est croissante.

Onabyy —b, =% 'QH’" — b, = “"gb” < 0. Donc la suite est décroissante.

D’apres le thm de limite monotone, on a a,, — I, et b, — {. Puis dans la relation b,y =
a";rb on obtient [, = le Hb donc I, = .
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5.4 Probléme classique

De plus 2 = ugvg = Un vy, — lolp = (I4)?. Donc I, = V/2 car les suites sont positives.
Ainsi (a,)n>0 et (bn)n>0 sont des suites de rationnelles qui tendent vers /2 un irrationnel.

Exercice 15

Solution :

Init. n =2O0nawuy =0 puis ug = VO+1 =1et uy = /1+1/2 = v/6/2. Et I'équation
2?2 —x—1/4=0avec A =2 admet ap = 1+2‘/§ > 0 comme unique solution positive.

On a (209)% = 3 +2v/2 < 6 = (2uy)? car v/2 < 3/2. Donc ay < us.

Hérédité. Soit n > 2 tel que o, < u,.

On en déduit que a2 = o, +1/2" < uy, +1/2" = w2 1. Donc oy, < Upg1.

Mais la suite est explicite ay, = 1E¥AH22" V12+227n Elle est décroissante donc ay11 < oy < Upt1
cqfd.
Soit n > 2. Onau, > 0et ud y —ul = up+1/2"—u? = —f,,(uy) avec f(z) = x® —x—1/2".

On connait le signe de f, en fonctlon de sa racine an. Or u, > a, donc f,(u,) > 0. Puis
w2, —u? <0 donc 0 < upq1 < uy est décroissante et positive.

D’apres le thm de la limite monotone, la suite converge vers une limite finie uy > [ > 0. En
passant & la limite dans la relation de récurrence, on trouve I = v/ donc I € {0,1}.

Or q,, = iEvi+22=" Vl;rzzfn — 1 et u, > o, donc ! > 1. Ainsi u,, — 1.

5.4 Probleme classique

Exercice 16
Solution :

a) Soitn € N. On asin(n+1) = sin(n) cos(1)+cos(n) sin(1). Donc cos(n) = Sin("H)S;fE’ls)(l) sin(n)

car sin(1) # 0. Ainsi la suite converge en tant que combinaison linéaire de sin(n) — [ et
sin(n + 1) — I. La limite est bien I/ = . S‘fgzﬁ)l =1 x l=cosd
b) Soit n € N.
On a sin(2n) — [ en tant que suite extraite.
Et sin(2n) = 2sin(n) cos(n) — 2ll’ en tant que produit.

De méme cos(2n) — I’ comme suite extraite.
Et cos(2n) = 2cos?(n) — 1 — 2(I')? — 1 par opérations.

c¢) Par unicité de la limite on obtient donc | = 21I" et I’ = 2(I")? — 1.
La deuxiéme équation se résout en I’ =1 ou !’ = —1/2 puis la premiere est alors (I = 2[ ou
= —1) dou [ = 0.
Ceci est absurde car, dans la question a), on obtient I’ = [ X
(sin(n))n>o diverge sans limite.

l—cosl

a = 0. Donc la suite
sin 1

Exercice 17
Solution :
1

1.1

a) Soit p > 1 un entier et « € [p,p + 1] un réel. Onap<:c<p+ldoncp%< z <3

1 1 1
Doncf;)+ p+1d <prr ﬂ<prr 1d:17cad p+1<fp+ da”<f

Puis en remplagant p par p — 1 dans l’megahte de gauche, on trouve % < f;ll % et on en

déduit ’encadrement : fp+1 dr <l p dr
p ® —p=Jp-1a
b) Ona S, =30 ) g < Yy fn:kk = fj" 4z —n(2n) —Inn =1n2.

Et de méme S, = 37;_, %Hc >3 it fn+k+1 4z — f2n+1 2 —In2n+1) —In(n+1) =

n+1 x
In (27?:11) — oo In2.

Donc par théoreme d’encadrement, S,, — 1 In2.
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5.4 Probléme classique

¢) On montre le résultat par récurrence sur n € N*.
Init. Pourn=1,onaTy=1-1/2=1/2et S; =1/(14+1) =1/2.
Hér. Soit n € N* tel que T, = S,,.

_ n+1 1 n 1 2n—+2 1 2n 1 _ 1 11
Ona Sni1=5Sn =3 01 m7ims — 2oket mik = Dolemnt2 1 l=n417 = 2nF1 T 2042 — il
(2n+2)+(2n+1) 2(2n+1) _
(2n+1)(2n+2) - (2n+1)(2n+2) "
, 242 (—1)F ! 2n (=Dt g 1 1
Dautre part, Tony2 —Ton = ) =y kT Zek=1" k Znfl  2nf2 _ (@ntD)(2n+2)

Ainsi Sy, 41 — Sy, = Topgo — 1oy, avec S, = To, par HR donc Sy, 41 = Tonio.
Concl. pour tout n > 1, Ty, = S, et Ty, tend vers In 2.

Or Topy1 =Topn + — In 2 + 0 par opération. Donc la suite totale tend bien vers In 2.

2n+1
Exercice 18
Solution :

a) Pour n > 1,on a Vn+1—n = ﬁl} < ﬁcarmz\/ﬁ.Ainsiﬁ >
2(Vn+1-+vn)
Ainsi u,, = Zj:1% > 3 2(ViFT = VF) = 2(vn+1—1) par télescopage. Puis
2v/n+ 1 —2 — +00. Donc par théoréme de comparaison, 1, — +00.
b) On a déja établie que u, > 2v/n +1 — 2.
De maniere analogue, on a \/ﬁ

Vi = z
f+m SN
Puis u, = Y7 1\[ =20 \/]T<2Z VIF1— =2

Puis on en déduit 27% < \“f < 2, avec 2“’:}”172 ~ oo % — 2.

Donc par théoréme d’encadrement, u,//n — 2.
¢) On note v, = u, — 2y/n.
On avpi1 — Uy = Ups1 —Up — 2vVn+ 1+ 2y/n \/nlﬁ —2(v/n+1—-+/n) <0. Donc v, est

décroissante.
Puis v, = up — 2¢/n > 2¢/n+1—2—2y/n > —2. Donc v,, est minorée.
Ainsi d’aprées le théoréeme de la limite monotone, la suite v, converge.

Exercice 19
Solution :

a) Soit € > 0. Il existe N € N tel que Yn > Ny, |u,| < €/2. Puis pour n > Ny, |v,| <
Ly e \Uk| < (Zk 1 uk) + % ZZ:N1+1 e/2 <an+ n_Tng/z
avec a, = - Zk:l ur —n—o 0. Donc il existe Ny € N tel que Vn > Na, a, < /2.
Ainsi pour n > max(Ny, No), |v,| < ap+2e/2 < /24¢/2 = e. C'est a dire la définition
de v, — 0.

b) On note u, = a, + A avec a, — 0. Donc v, = Zk LUk = o Zk lag +A) =
( Zk 1 ak) 4+ A — A car d’apres la question precedente Zk 1 ar — 0.

¢) Soit M € R. On sait qu’il existe un rang N € N tel que Vn > Nyu, > M avec M’ € R a
déterminer.

Donc v,, > lzi\’ 1 UK+ MM'

Onafzk 1uk%0donc72k 1 ur > —1 APCR.

Et 2=~ — 1 donc 2= > 1/2 APCR.

Ainsi APCR v,, > =1+ M'/2 = M en posant M’ = 2M + 1.
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