Devoir Surveillé de Mathématiques n° 4
le samedi 23 Novembre 2024 - durée 3h

Exercice 1: a) Onay'(t) = #3y(t) + o5 pour t > 0.

2t+1
t(t+1)

C’est une équation différentielle linéaire a coefficient non constant a(t) =

¢
1
Une primitive de a(t) = 1 + t-s%l est
A(t) =Int +In(t + 1) pour t > 0.

Donc yy,(t) = exp A(t) = t(t + 1) = t> + ¢ est une solution homogene génératrice.

avec second membre b(t) =

On recherche une solution particuliere sous la forme y,(t) = (2 + t)K (t) a l'aide de
la méthode de Lagrange.

Ona (2 +t)K'(t)+ (2t + 1)K(t) = (2t + 1)K (t) + 75
Donc K'(t) = (t+1)€t2+t) = (t+11)2 et K(t) = — 7
Ainsi y,(t) = t(t + 1)K (t) = —t et les solutions sont de la forme y(t) = A\(t> +t) — .
Puis y(1) = 2 donne la condition 2XA —1 =2 d’ot A = 3/2.
Ainsi y(t) = 3/2(t% +t) — t = 3L,

b) C’est une équation différentielle linéaire d’ordre 2 & coefficients constants

avec second membre b(t) = t cos(t) = Re(te®).

Son polynéme caractéristique est x(X) = X? —2X + 2 = (X —1)? + 12, Les racines
sont 1 +¢et1—i.

On pose y1(t) = et cost et ya(t) = et sint les solutions homogenes génératrices.

On recherche une solution particuliere sous la forme

yp(t) = (at + b)e’ avec pour second membre te'’.

Donc yj,(t) = (iat + ib + a)e’

puis g (t) = (—at — b + 2ia)e™.

Puis te® = [(—at — b+ 2ia) — 2(iat +ib+a) + 2(at +b)]e* = [a(1 — 2)t +a(—2+ 2i) +
b(1 — 2i)]e’t

Par identification, on trouve

a(l — 2i) =1
a(—2+2i) +b(1—-2i) =0

1 _ 142
Donc a = 1=5; = =%

_ (2—2i)a _ 2(1-)(1+2i)% _
et b= 121‘(1_ z25 :

24144
25

Done Re(yy (1)) = (t/5+2/25) cost — (245 + 14/25) sin .
Ainsi y(t) = e'(Acost + Bsint) + (/5 + 2/25) cost — (2t/5 4 14/25) sin t.
Et y/(t) = e'((A+ B) cost + (B — A)sint) + (2t/5 — 9/25) cost — (/5 + 12/25) sint.

A+2/25 =1
A+B-9/25 =0
Donc A =23/25 et B = —14/25.
Exercice 2: a) C’est une suite arithmético-géométrique. On recherche le point fixe [ € R tel
que 31 = 7—2[. Donc l = 7/5. Puis u, —l = (—2/3)™(up — ) est une suite géométrique
de raison —2/3. Ainsi u,, = (=12/5)(=2/3)" +7/5 — 7/5 car | — 2/3| < 1.
b) C’est une suite récurrente linéaire d’ordre 2.

Les conditions initiales sont {

Son polynéme caractéristique est X% — 2X — £ = (X — 1)(X + 1).
Donc v, = A\ 1™ 4+ Aa(—1/3)".
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A1+ A =1
A= Ae/3 =1

Puis (—1/3)" — 0 donc v, — A; = 3
¢) C’est une suite récurrente linéaire d’ordre 2.

Son polynéme caractéristique est X2 — X +1/2 = (X —1/2)% + (1/2)%

Donc les racines sont ¢ = 1/2 £ 1/2i = \/22e*7/4,

La suite s’écrit w,, = (v/2/2)"(A cos(nm/4)+ Bsin(nr/4)) avec A, B € R & déterminer.

Les conditions initiales donnent { donc A1 = (—1/2) et Ay = (3/2).

A = —
o 1doncAzletB:3.
A2+ B/2 =w; =2

Puis w,, = (v/2/2)"(cos(nm/4) + 3sin(nr/4)) — 0
car (v/2/2)" — 0 et cos(nm/4) + 3sin(nm/4)| < 4 est bornée.
Probléme I: 1. Pour x = y = 0. On obtient f(0) = £(0)? donc f(0) € {0,1}.
Si £(0) = 0 alors pour tout z > 0, f(V22) = f(x)f(0) = 0 donc f est nulle sur R.
Pour z < 0, f(x)? = f(v22 + 22) = 0 car V22 + 22 > 0. Donc f est nulle sur R_.
Ainsi f est la fonction nulle Absurde. Donc f(0) = 1.
Enfin pour z € R, f(~2) = f(=2)f(0) = f(v/(=2)? + 02 = f()f(0) = f(z). Donc f
est paire.
2. La fonction f est paire donc f’ est impaire.
En effet en dérivant f(—x) = f(z) on trouve —f'(z) = f'(x).
En particulier f/(0) = 0 car f/(0) = —f(0).
0 f'(wz):g’(o)

Les conditions initiales donnent

Puis par définition f”(0) = lim,_, = limg 0 7f/iw)~

3. On peut dériver ’équation fonctionnelle par rapport a x.

On obtient 2z f’(\/m) = f'(x)f(y)

2/ z2+y?
On en déduit f’i/v ‘22:22) = f'ff)f(y). Puis pour = — 0 et 3 > 0.
x2+y
On obtient L\/\%ﬁ) =of(y) c’est a dire f'(y) = oyf(y) car \/y? = |y| = y.

4. On résout 'EDLI1. Une primitive de a(t) = ot est A(t) = O’%.
Puis f(t) = Aexp(ot?/2). Or f(0) =1 donc A = 1.
On fait ensuite la syntheése avec f(t) = eot/2,
On a f de classe C? sur R et f(y\/22 +42) = f(x)f(y) sans condition sur o.
Probléme IT: 1) On a u de classe C! par opérations puis u/(t) = 22/(¢) + v/ (t)
=23z(t) +y(t) + e') + (2z(t) + 2y(t) + t?)
= 8x(t) + 4y(t) + 2¢* + t?
= 4u(t) + 2¢' + 2.
De plus u(0) = 2z(0) + y(0) = —1/32
2) On résout le probleme de Cauchy d’ordre 1 définie dans la question précédente.
Une solution homogene génératrice est up(t) = e*.
On recherche uy,(t) = K (t)e
et ul(t) = K'(t)et + 4K (t)e.
Donc K'(t)et + 4K (t)e't = 4K (t)e' + 2¢t + ¢
Puis K'(t) = 2e73! 4+ t?e~* & I'aide d’une IPP on trouve :
K(t) = F2e™ 3 — (2/4+t/8 + 1/32)e .
Donc u,(t) = Z2e’ — (t2/4 +t/8 +1/32).
Puis u(t) = Aup (t) + upy(t) avec A € R & déterminer.
Donc —1/32 = X + (—2/3) — (1/32) donc A = 2/3
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3) Onav'(t) =2'(t) — y'(t)
=3x(t) + y(t) + e’ — 2x(t) — 2y(t) — ¢
=az(t) —yt) +et —t2 =0v(t) + e — 12
avec v(0) = z(0) — y(0) = 2.
4) On a vy (t) = €' solution homogene génératrice.
On a vy(t) = K(t)et et uj(t) = K'(t)e! + K (t)e!
Puis K'(t) = e t(ef —t?) =1 —t%e7t.
Ainsi avec une IPP, on trouve :
K(t)=t+e t(t*+2t+2).
Donc v(t) = pvp(t) + vp(t) = pet + tet + (¢ + 2t + 2)
Et on a 2 =v(0) =+ 2 donc pu = 0.
5) Ona{u :2x+yssi{u+v :335.
v o=x—y u—2v =3y
Donc z(t) = 7”(’5);”“)
=(2/9)e* + (t/3 — 2/9)e’ + (t2/4 + 5t/8 + 21/32).
Et y(t) = u(t)—;“(t)
= (2/9)et — (2t/3 +2/9)et — (3t2/4 + 11t/8 + 43/32).

1) On a 2/(t) = 3z(t) + y(t) + €' donc est dérivable par opération.
Et 2”(t) = 32/ (t) + v/ (t) + €' = 32/ (t) + 2z(t) + 2y(t) + 2 + €'
Or y(t) = 2/(t) — 3z(t) — e* d’apres la premiere équation du systeme.
Donc 2" (t) = 32/ (t) + 2x(t) + 2(2'(t) — 3x(t) —e') + 2 + et
=52/ (t) — dx(t) — e + 2.
Donc 2" (t) — 52’ (t) + 4x(t) = —e! + 1% et
2(0) = 32(0) + y(0) + ® = 63/32 — 43/32 + 1 = 13/8.

2) On résout le probléeme de Cauchy linéaire d’ordre 2 défini par la question précédente.
Le polynéme caractéristique est X2 —5X +4 = (X — 1)(X — 4). On pose z1(t) = €t
et xo(t) = e,

On recherche z,;(t) = ate’ lorsque que by () = —e'.
On trouve xy, (t) = a(t + 1)e*
et ) (t) = a(t + 2)e’
puis —e' = [a(t + 2) — 5a(t + 1) + 4at]e’
Donc —3a = —1 puis a = 1/3.
On recherche zp2(t) = at? + b+ ¢ un polynéme du second degré.
On trouve 2a — 5(2at + b) + 4(at? + bt + ¢) = t2
4a =1
ssi ¢ 4b — 10a =0
20 —5b+4c =0
Donc a=1/4,b="5a/2 =5/8 et ¢ = (5b — 2a)/4 = 21/32.
Ainsi x(t) = Ajet + Age +t/3e! + (t2/4 + 5t/8 + 21/32).
On en déduit 2’(t) = e + 4 oet + (t 4+ 1)/3e! + (t/2 4+ 5/8).
Les conditions z(0) = 21/32 et 2/(0) = 13/8 donnent
A1+ g +21/32 =21/32
A+ 4o +1/3+5/8 =13/8
Donc Ay = —2/9 et Ay = 2/9.
Ainsi z(t) = (t/3 — 2/9)e’ +2/9e* + t2/4 + 5t /8 + 21/32.

N.Provost PCSI1 2024-2025



3) On a y"(t) = 22/(t) + 2y'(¢) + 2t = 2(3x(t) + y(t) + ') + 2y/(t) + 2t
=3(y/(t) — 2y(t) — t?) + 2y(t) + 2y/(t) + 2e’ + 2t
= 5y'(t) — dy(t) + 2e' — 3t% + 2t.
Et 3/(0) = 22(0) + 2y(0) + 0 = —11/8.
4) En résolvant le probleme de Cauchy linéaire d’ordre 2.
On trouve y(t) = e + poe™ + yor (£) + palt)
avec yp1(t) = —2t/3e’ et ypa(t) = —(3t2/4 + 11t/8 + 43/32).
Les conditions initiales donnent p1 = —ps = —2/9.
Donc on a :y(t) = (2/9)e — (2t/3 +2/9)et — (3t3/4 + 11t/8 + 43/32).
Probleme IIT: 1. Soit l€eR. Ona f()=le P -?-1=0&1=00ul’-1-1=0.
Donc [ € {1_7\/5,0, 1+T‘/5}

On note [; = 1*2‘/57 lo=0etl3= 1+2‘f5.
2. La fonction f est dérivable sur R et pour z € R, f'(z) = 322 — 2z = 3z (x — 2).

Donc f est croissante sur | — 0o, 0] et sur [2, +oo[. Elle est décroissante sur [0, 2].
Pour z € R,ona g(z) =23 —2? —2 = (z — 1) (x — la)(z — I3).
Donc g est positive sur [I1,15] et [I3, +00]. Et g est négative sur | — oo, 1] et [l2,3].

3. Onaug €]—o0,li| et f croissante sur cet intervalle donc f(]—oo, 1) =|lim_ f, f(l1)[=
] — 00,11[. Donc l'intervalle est stable et Vn € N, u,, <.
Puis pour n € N, w41 — up, = g(uy,) < 0 d’apres 'étude du signe de g. Donc la suite
est décroissante.
D’aprés le Théoreme de convergence monotone elle admet une limite | € R U {—o0}.
Si la limite est finie alors c’est un point fixe vérifiant [ < ug < l; < Iy < I3 ce qui est
absurde. Donc [ = —>0 et u,, -+ —0.

4. Onawg €)l3,+00[ et f croissante sur cet intervalle donc f(]l3, +ool) =|f(l3), lim s f[=
Jl3, +0o0[. Donc intervalle est stable et Vn € N, u,, > I3.
Puis pour n € N, w41 — up = g(u,) > 0 d’apres I’étude du signe de g. Donc la suite
est croissante.
D’apres le Théoreme de convergence monotone elle admet une limite I € R U {400}.
Si la limite est finie alors c¢’est un point fixe vérifiant | > ug > I3 > Iy > 1 ce qui est
absurde. Donc [ = +>0 et u,, — +o0.

5. On a |ly,lx[=] 1_2‘/5, 0[. La fonction f est croissante et g est positive sur cet intervalle.

Ainsi f()l1,12]) =]f (L), f(I2)[=]l1, Io] et Vintervalle est stable. Donc Vn € Nl < u,, <
lo.

Puis wp 41 — un = g(u,) > 0. Donc la suite est croissante.

Donc d’apres le théoréme de convergence monotone u, — I € [l1,l3]. Or Ij < uy <1
car la suite est croissante. Donc [ = I3 = 0.

6. On aly < % < l3 donc la fonction f n’est pas monotone sur l'intervalle.
On a f(]l2, 2[) =]£(2/3), f(l2)[=] — 4/27,13[C]l1, 2] car la fonction est alors décrois-
sante.
Et la fonction est croissante lorsque z > 2/3
done f(12,Ls[) C1£(2/3), f(ls)[=] - 4/27, s[=] — 4/27,0]U]0, 5[, 0]U]0, ).
Donc on peut seulement en déduire que |1, I3[ est stable par f :
f(]ll,l;g[) C]ll,lg[ et Vn € Ny u, E]ll,l3[.
Supposons par Pabsurde qu’il n’existe aucun rang N tel que uy €]ly,l2]. Alors pour
tout n € N,Un ¢]ll,lg], donc u, 6]11,13[\]11,12] :]12,13[. Puis Upt1 — Up = g(un) <0
donc u,, décroit vers sa limite I = 0. Ainsi il existe un rang Ny € N tel que
Vn > No,u, € [—2/3,2/3] (définition avec ¢ = 2/3) Mais un,41 = f(un,) €
f(la,15[N[—2/3,2/3]) = £(]0,2/3]) = [-4/27,0][. Ainsi un,+1 €]l1,l2] Absurde.
Puis si uy = 0 alors f(0) = 0 et la suite stationne en 0. Si un €]l3, o] alors la question
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précédente montre que la suite (uy)n,>n tend vers 0. Donc la suite tend bien vers 0
car la convergence ne dépend pas des premiers termes.
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