DMG6 - Corrigé

Exercice 1 : 1. (=) On suppose p*|n = p®»d avec d premier avec p.
Donc d’aprés le théoréme de Gauss. p*|p® puis p* < p® donc k < o
(<) On suppose k < a,, donc p¥|p®»|n par transitivité.

2. Onécritd= [] p" un diviseur de n. On a p*»|d|n donc k, € [0, a,].
p premier
Donc Div(n) = { T[] p* pour k, € [0,a,]}. Donc le nombre de diviseur est le
p premier

nombre d’indices (kp)p premier t€l que 0 < kp, < ;. On a Card([[0, ap]) = v + 1. Donc
ilya [I (ap+1) diviseurs de n.
p premier

3. On suppose que  [] (ap +1) =15 =5 x 3. Donc n = p** ou n = p*¢? avec p,q
p premier
des nombres premiers distincts. Pour étre minimal, il faut p = 2 et ¢ = 3.

Donc n = 2% = 16384 ou n = 2%.3%2 = 144. Ainsi n = 144 est le plus petit.

Exercice 2: 1. D’apres le théoreme de Bézout, il existe u,v € Z tel que au + bv = 1. Donc
a =bv =1 — au est multiple de b et est congru a 1 modulo a.

2. En utilisant deux fois a), il existe o, 8 € Z tel que o = 1[a],a = 0[b],8 = 0[a] et
B = 1[b]. On pose 19 = ria + 128 € Z alors par opération, on a : rog = ri[a] et
ro = r2[b]. Puis le reste de la division euclidien de ro par ab respecte encore les mémes
congruences et vérifie 0 < r < ab.

3. Ona:p(2) =1,003) =2,¢(4) =2,0(5) =4,

9(6) =2,0(7) = 6,0(8) = 4,9(9) = 6 et p(10) = 4.

4. On construit la bijection définie par la question b) ¥ : [0,a[x[O0,b[— [0, ab]. On
remarque que nAab=1<nAa=1et nAb=1 donc:

U({riANa=1} x {ra Ab=1}) = {r Aab = 1}. Comme ¥ est une bijection alors on
dispose de I’égalité des cardinaux ¢(a)p(b) = w(ab).

5. On remarque que tout nombre inférieur & p est premier avec p. Donc ¢(p) = p — 1.
Puis on décompose 73692 = 4.9.23.89 permettant d’avoir :
©(73692) = ©(4)¢(9)p(23)p(89) = 2.6.22.88 = 23232.
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