DS de Math n°7 - Corrigé

Exercice 1 : 1) On associe la matrice augmentée puis on applique le pivot de Gauss-Jordan.
1 0 3 710 1 00 21 -3
3 6 -7 23|4)~p..~ |0 1 0 —-109/9]10/3
2 -3 17 —-1|1 0 01 -14 / 3 1

2) On remarque que 3 (,51) est une solution particuliere.
Puis 'équation homogene 3z + 14y = 0 vérifie 3|3xg = —14y, avec pged(3,14) = 1.
D’apres le théoréme de Gauss 3|yg puis il existe k € Z tel que yo = 3k. Puis z¢ =
—14yo/3 = —14k.
L’ensemble des solutions est (13) +Z (—3*).

3) On a (109k + 119)/3 € Z ssi 3|109k + 119
ssi 109k + 119 = 0[3] ssi 1k +2=0[3] ssi k = —2 = 1[3].

4) On résout sous forme échelonné réduit le systeme.
L’équation 3¢ — 14d = 3 donne il existe k € Z tel que ¢ = 15+ 14k et d = 3 + 3k
d’apres b)
Puis 'équation b = (109/9)d + 10/3 = (109k + 119)/3 € Z impose k = 3¢q + 1 d’apres
c¢) donc b =76+ 109¢, ¢ = 29+ 42q et d = 6 + 9q.
Enfin I’équation a = —21d — 3 = —129 — 189q.

129 —189
Donc ’ensemble des solutions est ( 78 > +Z ( 109 >
6 9
Exercice 2: 1) Soit z € C.

Ona Pi(z) =0ssi (22 —2+1)2=—1ssi2?2—2+1=4i.
On résout désormais 1’équation du 2nd degré 22 — z 41 —1i = 0.
OnaA=1-4(1—-1i)=-3+4i=(a+1ib)%

a® - =-3
En résolvant ¢ 2ab =4 , on obtient 6 = (1 + 2i).
a?+b* =5
Doncz:%:l—i—iouz:%:_i.

Ainsi les racines de Py sont {1+, —i,1—14,i} avec les conjugués. On a 4 racines d’'un

polynome de degré 4, il est scindé a racines simples sur C.

Donc Py (X) = 1(X — i) (X +0)(X — (1+d))(X — (1 —1i)) = (X2 +1)(X?2 -2X +2).
2) On peut reconnaitre la formule du Bindéme de Newton

(X +1)*=X"4+4X346X?+4X + 1. Donc P»(X) = (X + 1)* + X*.

On recherche les racines complexes z € C*.

Py(z) = 0 ssi (Zj1)4 =—1=¢"

ssi dw € Uy, Z—il = we'm/4

ssi Jw € Uy, 2z =

1

wei™/4 -1

. _ 1 . 1 e—i(2k+5)m/8

ssi 3k € [[0’3]]’Z T exp(2ikm/4+in/4)—1 T 2isin((2k+1)7w/8)et(2k+1)7/8 T 2sin((2k+1)7/8) "
On a trouver 4 racines d’un polynéme de degré 4, donc il est scindé a racines simples

sur C.

Puis Py(X) = 2(X — g5oemo)(X — gorlo ) (x — £y (x - el
= 2(X* = 255X + gy (X — 250G X+ Tetarey)

= 2(X? + X + ) (X2 + X + o)

En effet sin(7/8) = cos(37/8) = — cos(57/8) et sin(37/8) = cos(m/8) = — cos(7n/8).
On obtient en réalité Pp(X) = 2(X2 + X + 24'27‘/5)()(2 + X+ 2%5)
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3) Soit z € C. On a Py(z) = (22)%+(=2)(2%)2 +(=2)222 + (=2)? = S5 _,(22)3F(=2)F =
2\4 4
Gy
Donc P3(z) = 0ssi (2% —2* =0 et 22 +2 #0) ssi (2 € V2Ug et z ¢ v2{i, —i}.
Donc les racines de P3 sont v/2{1, e™/4, e37/4 1 ed®/4 ¢7im/41 On a trouvé 6 racines
d’un polynéme de degré 6, donc il est scindé a racines simples sur C.
Puis P3(X) = 1(X —v2)(X +v2)(X — 267/ *)(X — /2e77/4) (X — /2e37/4) (X —
\/56—31'71'/4)
= (X —V2)(X +vV2)(X2 — 2X 4 2)(X2 42X +2).
Exercice 3: 1) Ona Py(X) = X2+ X + 1 avec A = —3 < 0. Donc Py est irréductible sur R.

2) Ona P (X) = X*+X2+1. Soit z € C une racine on a z*+22+1 = 0 donc 22 € {7, 5%}
car le polynome est bicarré.

Puis 22 = j = e*7™/3 & 2 € {7/3,e47/3} = {42, j2} et 22 = j2 donne les conjuguées
E‘,irfsij}Pg(X) = (X — )X — 7*)(X +7)(X + j2) admet 4 racines simples.
Donc sur R[X], on obtient : P;(X) = (X2 + X +1)(X2 - X +1).

3) Soit n € N, on caleul P, (X)(X2" —X2" +1) = (X2"7 + X" +1)(x2"" - X2" +1)
= (X2 )2 (X2 = X2 pox?T 1 - X2 = P (X)),

4) La question précédente donne ainsi pour tout n € N, P,,|P,y1.

Ainsi par transitivité de la relation d’ordre, on trouve si ny < ng, alors P, |P,,.
Donc le pged de deux de ces polynomes est le plus petit car il divise le plus grand :
PGCD(Py,, Pn,) = Prin(ny,no)-

5) Ona: Py(X)=X2+ X +1et pour n € N, Bp(X2") = X2 4 X2" 41 = P,(X).
Soit z € C une racine de P, alors 22" est une racine de Py(X) = (X — j)(X — j2).
Ainsi 22" = j = €2™/3 ¢ 7 = 2 "m(k+1/3) pour k € [0,2" — 1].

On dispose ainsi de 2" racines et de 2" conjugués associés d’un polynéme de de-
gré 27+1. Les racines sont simples et : P, (X) = [[1 g (X — 2" "im(k+1/3))(x —
e=2 im(k+1/3)) = Hi:_ol(Xz —2cos(2VMim(k +1/3))X + 1).

6) D’apres les liens entre somme/produit et coefficients du polynéme. On lit le produit
vaut (—1)2n+11 =1 pour tout n € N et la somme vaut 0 deés que n > 1. Pour n = 0,
la somme vaut —1.

Probléme I : (Calcul de la somme des puissances n-iéme des entiers)

1) Ona: P(X +1) — P(X) = Y08 g, (X 4+ 1)k — Xk = 08P g (kXk=1 4 4+ 1)
est une somme de polynome de degré différent donc de degré le maximum des degrés,
c’est & dire deg(P) — 1.

2) On recherche P, (X +1) — P,(X) = X™ donc n = deg(P,,) — 1 ainsi on a : deg(P,) =
n+1

3) Les solutions de (Fy) sont de degré 1 donc Py(X) = aX +b. Puis 1 = a(X +1) +
b—aX — b= a donc les solutions de (Ep) sont les polynomes Py(X) = X + b pour b
quelconque.

Les solutions de (Ej) s’écrivent : P (X) = aX?+bX +c et vérifient : X = a(X +1)%+
b(X +1)+c—aX?—bX —c=2aX + a+b par identification on trouve a = —b = 1.
Les solutions sont donc Py (X) = w + ¢ pour ¢ quelconque.

4) Si P,(X) est solution de (E,) alors X"™ = P,(X +1) — Py(X) = [Po(X + 1) +a] —
[P, (X) + a] pour toute constante a € R, d’out P,,(X) + a est aussi solution. On peut
donc regarder P,(X) — P,(0) dont 0 est racine et est solution de (E,).

5) L’équation (E,,) s’écrit P, (X +1) = P,(X) + X", d’on P,(1) = P,(0) + 0™ = 0. Puis
en dérivant on trouve : P,gk)(X +1)= PP (X)+n...(n—k+1)X"F. En évaluant en
X = 0, on obtient Py(bk)(l) = P,(Lk)(O). Donc 1 est racine de P,, de méme multiplicité
que 0.
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6) En dérivant une fois I'équation X" = P, 1(X + 1) — P,41(X), on obtient : (n +
DX"=P  (X+1)— P, (X). Ainsi %HPéH(X) est solution de (E,).

7) On résout donc par récurrence. On a : 1 P§(X) = £X? — 21X + a. Donc Py(X) =
3 X3 — 2X? + aX +b. La condition P, (0) = P,(1) = 0 s’écrit : b= 0 et a = 1. Donc
P(X)=1x3-1lx241x.

Pour n = 3, on a: $P{(X) = Py(X) +a = +X?— X%+ X +a. Donc P3(X) =
1X4- X3+ X2+aX+b Et on obtient a — b — 0 par lacondltlonP ,(0) = P,(1) = 0.

8) On a Y5 k™ = 320 Pu(k + 1) — Py(k) = Py(N + 1) — P,(0). Donc on déduit :
Ek ok P(N+1)= LH)N,
Zk:o —P2(N+1)—3(N+1)3_

LN 4 1)2 4+ L(N 4 1) = NAHDENH) o
So kS = BN +1) = V) = HV 1)+

N?(N+1)2
(N +1)% = XAED

Probléme IT : (Polynéme de Bernstein)

1. On reconnait la formule du Binéme de Newton
>reo (Z)Xk(l — X)) P =X +(1-X)"=1.
n n! n—1)! n—
2. Onak(}) = kk!(nlk)! = n(k_(l)!(i)_k)! = n(k_}) car [(n—1)—(k—=D]'=(n— k).
Puis > _, k(Z)Xk(l — X))k
= ZZ o ("—1)Xk( X)nsz
=n Y ("7 X (1 — X)" 1! par changement d’indices
—nX Zn 1 (n 1)Xl( X)(n—l)—l
=nX.1= nX d’apres ql.
3.0nad ;o k(k—1)(})X*1-Xx) "
= Yoo n(n -1 (i) X1 - X)*
=n(n - DX 2 (") X1 - X))

=n(n—1)X>

4 OnaP(X)= Y0, (X - 5)? () e
= i (X —2X+%)() x)nk
= X250(X ) S1(X )+ ( )par hnearité.
Avece Sp(X Zk o (R)X* ( )R =1
Et §1(X) = zk R XE(1 - ) k=X,
Bt 52(X) = Fkoo K2 (1) XH(1 — X)H
=Y hmo(B = k) () X*F(1 = X)"F 4 51 (X)

“n(n—1)X2 +nX.

Donc P(X) = X?—2XpX + L (n(n—1)X?4+nX) = _"2X2+"2f22_”x2+"x = X(lnfx)‘
5.0nad, 4lz— |() lf:v)"’C

< Fpen o= ()ak1 — o)

< Ty (a1 - )

< % d’apres ql.

6. Dans ce cas |x—f’>\fdoncyk—f|x—k|>l A1n51yk<yk—n(x—5)2

analogue a la 4.

Donc /i3 ie 4 |33 ’ (D)a*(1 —z)nk

= ZkgAyk( ) (1 _x)n ¥

<nY oo (- ﬁ) () XF(L— X))k = ”@
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On a donc bien Zk¢A ‘aj — %‘ (Z)xk(l )k < e(1—2)

\/ﬁ
7. On a S(z) = S5(x) + Sg(x) avec Sy(x) < ﬁ et Sg(z) = 5”(17\/_;)

En étudiant la fonction x +— (1 — ), on voit qu’elle est maximal en = 1/2 et vaut
1/4. Donc z(1 — x) < 1/4.
.. 1 1 _ 5

Ainsi S(z )<T+475_ iz
8. La calcul de la somme donne : Zk o (f(k/n) = f(x) (1)a*(1 — z)"F

=Y o f(k/m) (D) ak (1 —z)"F — f(z) Y (3)a"(1 — &)~ par linéarité

= B, (z) — f(x) par définition et ql
9. La fonction f’ est continue sur le segment [0,1] donc d’aprés le thm de la borne

atteinte : f’ est bornée par M = sup0, 1]| f’|. De plus, la fonction f est continue et

< M.

dérivable sur [0, 1] d’apres 'inégalité des accroissements finis. On a ’w
Donc f est M-lipschitzienne.

10. On a |B, (2) — f(2)| = [Spg (F(k/n) — f(z)) (1) (1 — )]
<> olf(k/n) — fx )| (})a*(1 — z)"~* d’apres D'inégalité triangulaire
<> 0M|n—x|() (1 — )" % car f est M-lip

< MT d’apres la q7.

Or M4f —n—too 0 donc By () =notoo f(2).
Probléme III : D’apres le Concours Mines Albi-Ales-Douai-Nantes 1999

1. On a g de classe C™ sur R et ¢'(x) = zcosz_sinz

x

2 .
" _ —xz“sinz—2x cosx+2sinx
et g ('T) - x3 :

2. OnaPO:1,P1:X,P2:X2—Zet Q0:07Q1:17Q2:2X.
En dérivant Pexpression de ¢ on trouve :

n P’ (z)sin(™ (z)+ P, (z) sin(™ 1tV (x " (z) sin(* D (z n(z)sin(®t2) z) sin(™ (z n(2)sin( D) (g
D () = Pa)sin® @)+ Pa(a) ()4, @) (£)+@u(x) (5) _ (1 41) Pole)sin )4 Qy o) @)

avec sin™ = —sin"*?) on obtient :

Po1=XP,+XQ, —(n+1)Qn et Qni1 =XQpn — XP, +(n+1)P,.
. On trouve P; = X2 —6X et Q3 = 3X? — 6.

5. On montre par récurrence que P, Q, € Z[X], P, = X"+ ... et Q, =nX""1 + ... &
des formules de la question 3.

6. Soit U,V deux polynémes tels que U(x)sin(x) + V() cos(z) = 0.
Pour k € Z, on pose o = 2wk. On a sin(ay) = 0 et cos(ag) = 1. Donc 'équation
devient V(ax) = 0. Ainsi V' a une infinité de racines et V' = 0 car ¢’est un polynome.
On en déduit U(z)sinz = 0 donc U = 0.

7. On asin™(z) = ZZié ("zl)x(k)g("’k)(x) = 2g D (2) + (n + 1)g™ ().
Puis 2" sin™ ™V (z) = P41 (z) sin™ Y (2)+Qpy1 () sin ™2 (2)+ (n41) [P, () sin™ (2)+
Qu(2) ™D ()] = [Pasy + (n+ 1)Qu] sin ™D (@) + [Quys — (n+ 1) P sin™+ (z),
Donc Ppy1 + (n+1)Q, = X" et Qn11 — (n+ 1)P, = 0 par identification obtenue
dans la question précédente.

8 OnaQ@pi1 =(n+1)P, daprés 7. et Qni1 = XQn — XP, + (n+ 1)P, d’aprés 3.
Donc XQ,, — XP), =0 puis Q, = P,..
Puis P11+ (n+1)Q, = X" d’apres 7. et Py = XP, + XQ!, — (n+1)Q,, d’aprés
3. Donc XP, + XQ!, = X"t d'ou P, + Q!, = X" et enfin P, + P/ = X"

9. On note P, =Y obkX*. Ona P, + P! =3 _ beX" + > _,bek(k — 1)Xk2
= S 02 bk + b (ke + 2)(k+ 1) XF 4 by 1 X7 4 b, X7
Or P, 4+ P! = X™ donc en identifiant on trouve by + bgy2(k+2)(k+1) =0,b,-1 =0
et b, =
Donc by, o = (—=1)¥(n — 2k + 1)(n — 2k + 2)...(n — 1)nb, = (—1)* (njgk),
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et by_ok—1 = (=1)k(n —2k)(n —2k+1)...(n —2)(n — 1)b,_1 = 0.

— k’rL n—
Ainsi Pn(X) = ZZ:O bn72k?X2n_k = Z:O Eni)Qk):X 2k'

10. On remarque que P, est une solution particuliere et les solutions homogenes généra-
trices sont sin et cos.

Donc y(x) = P,(z) + Acosz + psinx avec A, u € R.
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