Exercice 1 :

2)

Exercice 2 :

Probléeme I: 1.

DS de Math n°8 - Corrigé

1) L’espace ambiant est de dimension 3 donc rg(uy, us, us, us) < 3. Ainsi le rang

est différent du cardinal (égal & 4). Donc la famille est liée.

1 1 2 1 1 2 1 1 2

On calcul rg(u,ug,us) =rg ({0 1 1] =rg|0 1 1] =rg|0 1 1 | =3.
2 3 4 0 1 0 0 0 -1

Donc la famille est génératrice.
1 1 0 1 1 2 1 1 2

On calcul rg(uq,ug,uq) =g (0 1 1| =1g|0 1 1] =rg|0 1 1] =2.
2 31 0 1 1 000

Donc la famille est n’est pas génératrice.

On a rg(B) = 3 = Card(B) = dimgR?. Donc B est une base de R3.

Puis on recherche ay, bi, ¢k € R tels que e, = agpui + brus + cxusz décomposant la base
canonique (e, ez, €3).

. 1 1 211 1 1 2] 1
Pour ¢; = (8) on trouve le systeme [0 1 1 (0]~ (0O 1 1| O
2 3 410 01 0]-2
Donc by = —2,¢1 =2 et a; = —1 c’est a dire ey = —u1 — 2ug + 2uz = (:2 .
B

De méme, on obtient : e; = (_02> et ez = ( % ) .
1/B -1/B
1) On montre que F est non-vide et stable par combinaison linéaire.
La fonction nulle gy est bien de classe C! et vérifie fol go = go(0) = g4(1) = 0 ie.
go € F.
Soient g1,g2 € F et A € R alors pour f = g1 + A\ge, on a :
1 1 1
Jo £ =Jo o1 +X[592=0, £(0) = g1(0) + Aga2(0) = 0 et f'(1) = gi(1) + Agh(1) = 0.
Donc f € F.

Puis G est un ss-R-ev en tant qu’espace engendré.

Soit f € FNG.On a f=afy+bfi +cfs avec a,b,c € R car f € G.

Puis f(t) = a+ bt + ct> avec f € F. Donc 0 = f(0) = a, 0 = f/(1) = b+ 2c et
0= fol f=a+ g + 5. Ce systeme homogene a trois équations et trois inconnues admet
pour unique solution a = b = ¢ = 0. Donc f = 0g est la fonction nulle.

Soit f € E. On recherche a,b,c € R tels que f —afy —bfi —cfs € F.
Jo ft) —a—bt —ct>dt =0 a+b+e =[lf
1)~ =0& e = 50
ff)y—b—-2c -0 b+ 2¢ — ()

sa=f0),b=3f f-IBDetc=—2 ' F+3p).
Ainsi on pose g = f(0)fo + <3folf_@> i+ <—%f01f+%f/(1)) foetona f=
(f—9)+geF+G.

(a) La fonction f,, est de classe C* sur R.
Ona f/(t) ="'+ 1> 0 donc f, est strictement croissante sur R.
On a f//(t) = €' > 0 donc f, est strictement convexe sur R.

(b) La fonction f,, est continue et strictement croissante sur R donc elle réalise une
bijection. Puis f,,(R) = R car f,,(t) ~t——0o t = —00 €t fp,(t) —=¢— 400 +00. Donc
0 admet un unique antécédent que ’on note x,, € R avec e + x,, — n = 0 ssi
e =n—x,.

(c) Ona fp(zpt1) =€ +app1—n=MnN+1—2p1)+2py1 —n=1>0.

N.Provost

PCSI1 2024-2025



2. (a) Ona fn(x,) =0 < fu(xns1) avec f, strictement croissante donc z,, < 1. Ainsi
(z,) est une suite strictement croissante. D’apres le thm de convergence monotone
xn, = 1 € RU{+00}. Si par Pabsurde [ € R est finie alors n = " + &, =, 100
(e! +1) € R Absurde. Donc x,, —_s o0 +00.
(b) On a z, =In(n — z,) < In(n) car z, >0 (APCR n=1).
Ainsi 0 < Z2 < 182 5 0. Donc @, =4 0(n).
(c) On a z, = ln(n — ) =In(n) +In (1 + =)

—n—+o0 hl Jcn +o (x,,?)
Donc en partlcuher xn = In(n) 4+ o(1). Puis de nouveau :
Tn —n—-+oo ln =2+ o0 (Tn)
In

=ntoo In(n) + “1"“( Lo (e

=400 Inn — 1“7" —|—0(h;l”).

")

Probleme IT: 1. (a) Les fonctions f et g sont de classe C*° sur ]0, +o00[ par opérations.
Ona f/(t) = L/t = L = 90 Done tf(t) = g(t).
(b) On sait que t > 0 donc t = 1/x avec x — +o00.
On a g(t) = g(1/x) = xe ™ =, 1o 0 par croissance comparée.
Donc g se prolonge par continuité en 0 avec g(0) = 0.
De méme M = g2e" —e—+4oo 0.
Donc g est dérivable en ¢’(0) = 0.
(c) Ona¢'(t) = tf/(ti;f(t) _ g(t);f(t) — f(t);tf(t) _ f(t) 3 )
Or f(t) > 0. Donc g est strictement croissante sur [0, ] et strictement croissante
sur [1, +ool.
Onag(l) =e ! et lim; f =1 donc lim g = 0.
2. (a) Ona H(z) = [["te7'dt = [~te "]f + [[e""dt = 2 — (z + 1)e~* par IPP.
(b) OnaH( ):QHO 2_(1+2) (1—x+’”—22 —%+o(x3))
=0 2145 — 2 4 o(a),
3. (a) On a f( )= t/n ssi g(t) =1/n.

Sur [0,1] g réalise une bijection strictement croissante et g([0,1]) = [0,e7!] avec
1/n <1/3 < et Donc il existe un unique antécédent de 1/n sur [0, 1] noté .
[

) =[0,e71].

Sur [1, +00[ g réalise une bijection strictement décroissante et g([1, +o0c
Donc il existe un unique antécédent de 1/n sur [1, +00[ noté G,.

(b) On a g(ay,) = L > %_H = g(an+1) avec g croissante. Donc «;, > @p41 est
décroissante.
De méme g(8,) = % > n%rl = g(Bn+1) avec g décroissante. Donc B, < By41 est

croissante.

(c) Par thm de convergence monotone o, — [ € [0,1] Puis g(a,) — ¢(I) car ¢
continue sur le domaine. Or g(a,) = £ — 0. Donc g(I) = 0 par unicité de la
limite puis [ = 0.
De méme, on obtient 3, — b € [1,+00[. Puis g(b) = 0 si b est une limite finie.
Donc b = +o0 puis £, — +o0.

Probleme ITI: 1. (a) Soit n € Z. On a P(n) = A(n) +iB(n) = m € Z. Ainsi en considérant

la partie imaginaire, on obtient B(n) = Im(P(n)) = Im(m) = 0.

(b) Le polynéme B(X) admet une infinité de racines (tous les n € Z) donc c’est le
polynéme nul. Puis P(X) = A(X) + 40 € R[X] par construction.

2. (a) On écrit P(X) = Y, soaxX". On a P(0) = ag donc Q(X) = >~ apX*1
bien un polynéme. Puis pour r € Q. On a Q(r) = w € Q car P(r), P(0)
et % sont des rationnels.

(b) On montre par récurrence sur le degré de P que ”P vérifie (x) = P € Q[X]”.
Init. Si deg(P) = 0 alors P(X) = P(0) € Q est bien & coefficients rationnels.
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Hérédité : Soit P de degré n—+1, alors @ vérifie (%) et deg(Q)) = n. Donc hypothese
de récurrence Q(X) € Q[X]. Puis P(X) = P(0) + XQ(X) € Q[X] car P(0) € Q.
Conclusion. On sait que P vérifie (x) donc P vérifie (%) puis P € Q[X].

3. (a) Les polynémes Ej, sont des produits de facteurs de degré 1 donc deg(Ey) = k et
Rac(Eyx) = [0,k — 1] sont toutes des racines simples.
(b) Si 0 <m <k alors Ex(m) = 0= (7) (hors du triangle de Pascal)
Si m > k alors Ey(m) = mm=1-. k,(m A1) — o mk'),k, =)
Sim = —p < Oalors Ej(m) = SRCEp= 12! opokl) (—1)k(£’tk1;!}€)!! = (—1)17(”"’:_1) =
0™ ().

(¢) Les coefficients binomiaux ) sont des entiers naturels. Donc dans
tous les cas Ex(m) € Z. Ainsi E,(X) vérifie (x).
4. (a) La famille (Ey, ..., Ey,) est échelonnée en degré donc elle est libre. Par dimension
on peut conclure car dimR,,[X] = n + 1 = Card B,, donc la famille est une base
de R, [X].
(b) Ona P(X) = 30 MeBy. Done P(m) = 375 AeEr(m) = 32300 Ak (7))
m\ (1 m! Il m)
(c) Ona (l)(k) l’(m DR — (m— l)'k'(l BIE
m—k m! m—k)! o m! s N 12 "y
Et (3)(75) = k‘(mn B U=k (m—01 — K= k)r'L(m pi- D’ou I'égalité.
Ona 355 (=1)'(7) () = X2 (=D (7) (750) = (%) i (=D (75)
m k a m— m m— .
= (M) (=1)atk (R = () ()R - )™ R = 0si k < m.
Si k > m alors la somme est vide et ;" , (—1)!(") (é) =0.

)
Si k=m, ily aun seul terme :3;", (-1 (7)(}) = (-1)™

(d) Ona 3o (—=DH ()P = S (—DH(T) Yoo Me(4) d’apres 4 (b)

=3 oM ok (=DH(T) (1) en échangeant les sommes
= (=1)™\,, car seul k = m est non nul.

5. (a) (=) Si P vérifie (x) alors en particulier P(0),..., P(n) sont des entiers. Donc

Am = 3o (=1)I(}) P(1) sont également des entiers. cqfd.
(<) Si P(X) = Y p_oMeEr(X) avec des coefficients entiers. Alors pour tout
m € Z, Ex(m) € Z. Donc P(m) = > _y Ak Ex(m) est également un entiers. Ainsi
P vérifie (*).

(b) Ona:1=FEyet X = Fj.
Puis : X2 =2XC=0 4 X —2F, + By
Et X3 = XX -UE=2) 4 3x2 90X — 6E;+3(2E2+ Ey) —2E, = 6E3+6E> + Ey.

(¢) Les polynémes sont ceux de la forme P(X) = noEo(X) + n1E1(X) + noEa(X) +
n3FE5(X) avec ny € Z quatre entiers quelconques.

(m et —m-+k—1
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