DMS : Application linéaire
a rendre le Mardi ler Avril 2025.

Exercice 1 : Soit E et F' deux espaces vectoriels. On admet que le produit cartésien F x F' est
un espace vectoriel muni des opérations naturelles :
(ug,ur) + AMvg,vr) = (ug + Mg, ur + \vp) € E X F.
1. Montrer que G; = E x {Op} est un sous-espace de E x F' isomorphe & F.
2. On note également Gy = {0g} x F. Montrer que G; ® G, = E x F.
3. On suppose désormais F et F' de dimension finie. En déduire la dimension de E x F.
4. Pour n € N*, déterminer la dimension de E™.

Exercice 2 : On pourra utiliser les résultats de 1’exercice précédent.
Soit fo : Rp[X] = Ry_1[X] x R, P(X) (%P’(X), N P) pour n > 1.

1. Montrer que f, est un isomorphisme.

2. Justifier I'existence et 1'unicité d’une suite de polynéme (B,,),>o vérifiant :
Bo=1, Bl =(n+1)B,et [} B,(t)dt =0.

3. Calculer B1(X), B2(X) et B3(X).

4. Montrer que ce sont tous des polynomes unitaires et préciser leurs degrés.

5. En raisonnant par récurrence et en calculant f,,(B,(1 — X)),
montrer que ¥Yn € N, B, (1 — X) = (—1)"B,(X).

6. Avec la méme méthode, montrer que Vn € N, B,,(X + 1) — B, (X) = nX" 1.

7. En calculant de deux maniére S = Z;é Bs(k + 1) — Bs(k) retrouver la formule

ZZ:1 k2 — n(n+1)6(2n+1) ]
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