Commutant d’une matrice

On note A = (1 ;) et on considere f: Ms(R) - M2(R),M — AM — MA.

Montrer que f est un endomorphisme.

Calculer Im f et en déduire le rang de 'application.

Montrer que la famille (12, A, A?) est liée mais que (I3, A) est libre.

En déduire que (I, A) est une base de Kerf.

Mountrer que B commute avec A ssi il existe P € R[X] tel que B = P(A).
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1. L’application est bien définie car 'ensemble des matrices carrées (2,2) est stable par
opérations.
On a f(Ml + /\MQ) = A(Ml +)\M2) — (Ml + /\MQ)A AM, — M1 A+ )\(AMZ — MQA) =
f(My) + Af(Ms). Donc f est bien un endomorphisme.
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Ainsi rgf = dimlmf = 2.
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Puis 7 et A sont non colinéaires. Donc la famille (I3, A) est libre.

En dimension finie, Imf = Vect f(Bg) avec Bg une base de l'espace de
départ.

3. On calcul A% = ( ) = 3A — I5. Ainsi la famille (I3, A, A?) est liée.

0 | En dimension finie, le théoreme du rang donne dimKerf = dimFE —rgf.

Ona f(Iy)=A—A=0et f(A) = A2 — A% = 0 donc Vect (I, A) C Kerf.

Or d’apres le théoréme du rang dimKer f = 2. Donc par dimension Ker f = Vect (I, A).
La famille (I3, A) est libre donc il s’agit d’une base de Kerf

5. On a BA= AB ssi f(B) =0ssi B € Kerf ssi Ja,b € R, B = aly + bA.

Ceci démontre que si B commute avec A alors il existe un polynéme P(X) = bX + a
tel que B = P(A).

La réciproque fait partie du cours sur les matrices. Si B = P(A) alors B commute avec
A.
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Noyau et Image d’une composée.

gof =h
Soit f, g, h trois endomorphismes de E vérifiant ¢ foh =g.
hog =1f

Montrer que Kerf = Kerg = Kerh et que Imf = Img = Imh.

On dispose des inclusions classiques sur les noyau et image d’une composée.
’Kerf C Ker(go f) ‘ et ’Im(g of)C Img‘

En effet, si x € Kerf alors f(x) = 0 puis g(f(x)) = g(0) = 0 donc x € Ker(g o f).

Siy e€Im(go f) alors y = g(f(z)) € Img.

Ainsi Kerf C Ker(go f) = Kerh C Kerg C Kerf. Donc les trois sont égaux.

Et de maniére analogue, Imf = Im(h o g) C Imh C Img C Imf. Donc les trois sont égaux.

Linéarité non immédiate

Soit f : E — F une application linaire surjective
et g : F — G une application telle que g o f est linéaire.
Montrer que g est linéaire.

Soit v1,v9 € F et A € K. On recherche & calculer g(v; + Avs).
On commence par utiliser la surjectivité de f pour trouver uy,us € E tels que f(ux) = vg.
g(vr + Avg) = g(f(u1) + Af(u2)) = g(f(u1 + Aug)) car f est linéaire
= (go f)(u1) + A(go f)(ug) car (go f) est linéaire
= g(f(u1)) + Ag(f(u2)) = g(v1) + Ag(v2).

Ainsi g est bien linéaire.
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