Dérivation discrete des polynomes

On considere I’application A : R[X| — R[X],P — P(X + 1) — P(X).

1. Montrer que A est linéaire et calculer son noyau.

2. On considere A,, la restriction de A & R,[X]. Montrer que A, défini bien un
endomorphisme et préciser son noyau et son image.

3. En déduire que A est surjective.

4. Montrer que pour tout @ € R[X] il existe un unique P € R[X] tel que AP = Q et
P(0)=0.
Ceci permet de créer une application V : R[X] — R[X],Q — P 'unique solution.
Rmgq : C’est 'unique primitive discrete qui s’annule en 0.

5. Montrer que V est une application linéaire. (non trivial!)

6. Montrer que AoV = idg[x] et que p =V o A est un projecteur dont on précisera
les espaces propres.

1. Soit Py, P, € R[X] et A€ R. On a A(P, + APy) = (P (X + 1) + APy(X + 1)) — (P (X) +
APy(X)) = APy + AAP,. Donc A est un endomorphisme de R[X].
On a P € KerA ssi P(X 4+ 1) — P(X) = 0 ssi P est constant.

En effet, notons Q(X) = P(X) — P(0) alors pour tout n € N, @Q(n) = 0 par récurrence
immédiate. Ainsi @ = 0 car il admet une infinité de racines. Donc P(X) = P(0) est
constant.

Ainsi KerA = Vectg(1).

- @

Pour P € R,[X]. On a deg(A(P)) < deg P < n. Donc A(P) € R,[X]. Ainsi A,, est
bien définie. La linéarité est celle de la correspondance A et est déja acquise.

On a KerA,, = KerA NR,[X] = Vectg(1).

Puis ImA,, = Vectg (A(1), A(X), ..., A(X™))

= Vectg (0,1,2X 4+ 1,..,nX "1 4 ..) = R, 4 [X].

3. Soit @ € R[X]. On dispose de ¢ = deg Q. Donc @ € R,,_1[X] pour n = g+ 1 et il existe
P e R,[X] tel que Q@ = A, P =AP € ImA. Donc A est surjective car ImA = R[X].

4. On fixe @Q € R[X]. On recherche les solutions de I’équation linéaire : AP = Q. On sait
que @ € ImA. Donc il existe une solution particuliere P; € R[X] tel que AP; = Q. Ainsi
I’ensemble des solution est S = P +KerA = {P; + A pour A € R}. On souhaite également
la condition P(0) = 0 ceci impose A = —P;(0). Donc P(X) = P;(X) — P1(0) est 'unique
solution du systeme.

5. Soit Q1,Q2 € R[X] et A € R. On note P, = V@ et P, = VQs.

On sait donc AP} = Q1 et APy = Q3 avec P1(0) = P»(0) = 0.

Ainsi A(Pl + )\PQ) = Q1+ AQ2 avec (Pl + )\PQ)(O) =0.

Ainsi Py + AP, est I'unique solution trouvée. Donc V(Q1 + AQ2) = P; + AP, =
V@1 + AVQ3. Donc V est un endomorphisme.

Seul la bonne définition est utile ici. Pour f : E — F, il s’agit de montrer
que pour tout x € F alors f(z) € F.

N.Provost LMB-PCSI1



A et V sont des réciproques partielles. La composée dans un sens est I'identité
o et dans l'autre sens on trouve toujours (au moins) un projecteur.
Sif:E— Fetg:F — FE vérifie go f = idg alors on peut montrer que

6. — f est injective et g est surjective.

— p = fog est le projecteur sur Imf le long de Kerg.

— F =1Imf & Kerg.

On sait que VQ = P ssi AP = Q et P(0) =0.

Donc pour @ quelconque, A(VQ) = Q.

Par contre, V(AP) = P que lorsque P(0) = 0.

Ainsi AoV = Id. Notons p=VoA.Onap?=Vo(AoV)oA=VoldoA =p.
Donc p est un projecteur.

Puis Kerp = KerA = Vect g(1) les polynémes constants.

Et Imp = ImV = {P € R[X] tel que P(0) = 0} ’hyperplan des polynémes s’annulant
en 0.
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