Fonction génératrice d’une loi de probabilité

Soit X : @ — X () une variable aléatoire réelle.
On définit sa fonction génératrice par Mx (t) = E(e*X) pour t € R.

1. Montrer que pour tout t € R, Mx(t) > 0.

Montrer que Mx : R — R est une fonction de classe C'*°

Montrer que pour tout k € N,E(X*) = M)((k) (0) pour tout k € N.

Montrer que pour tout coefficients a,b € R, on a M,x 15(t) = e’ Mx (at).
Calculer Mx si X ~ U([1,n]) suit une loi uniforme.

Retrouver 'espérance et la variance d’une telle variable uniforme a l'aide du 3.
Calculer Mx si X ~ B(n,p) suit la loi binomiale.

Retrouver ’espérance et la variance d’une telle variable binomiale a I’aide du 3.
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Montrer que pour n variables aléatoires mutuellement indépendantes X7, ..., X,,, si
lon définit S,, = >, _, Xy, alors Mg, (t) = [[1_; Mx, (t).

1. Soit z € X(Q) et t € R. On a €' > 0 donc la moyenne pondérée par des probabilités :
E(e") = Ysex o P(X = z)e™ > 0.

2. Pour tout z € X(Q), fu : t — '@ est de classe C et on a fi¥)(t) = aFete.

Donc la combinaison linéaire Mx = 3, ¢ x (o) P(X = z)fs est aussi C=.
3. De plus, la dérivée n-ieme est :
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M)(()(t) =Y sex@ PX =2) ( )(t) =Y exoy PX = z)zhet® = E(XFetX).

On applique la relation précédente en t =0 et on a : M)((k) (0) = E(XFe0X) = E(XF).
4. Soient a,b € R, on a Myx 14(t) = E(et@XT0)) = E(ePe®X) = e?PE(e™X) = ¥ Mx (at).
5. Dans le cas d’une loi uniforme, on a :

n . n . t 1— nt

M (t) = Sp_y et = 2500 ()b = S5

6. On obtient par dérivation :

t (n+1)t (n+2)t 3 2
’ _ ef—(n+l)e +ne 1-(n+1)°4+n(n+2)" _ n+t1
M (t) = (e 1) —t=0 —— 9, _ — g -

Et ainsi on a E(X) = 2.
Puis de la méme maniere, on trouve :

MY (t) =10 % donnant la valeur de E(X?)
. n2_
puis V(X) = E(X?) — E(X)? = 252
7. Dans le cas de loi binomiale, on a :
Mx(t) — ZZ:O (Z)pkqn—k(et)k — (q —I—pet)"
d’apres la formule du binéme de Newton.

8. En dérivant, on trouve :

M (t) = npet(q + pe')" L. Donc E(X) = M%(0) = np.

De plus M¥ (t) = n(n — 1)p*e* (g + pe')"~* + npe'(q + pe’)" !

et V(X) = E(X2) —E(X)? = M}(0) — (np)? = n(n— 1)p? +np—n?p? = np(1 —p) = npq.
9. Fixons t € R. Les variables X1, ..., X,, sont mutuellement indépendantes donc !X, ..., e!X»

le sont aussi d’apres le Lemme des coalitions. Puis :
Ms, (t) = E(e" Xt tXn)) = F(efX1etXe et Xn) = TTp  E(e'™*) = [Ti_y Mx, ().
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