Exercice 1 :

()

DS de Mathématiques n° 11
s 13 =3 2 .
1. (a) Ona M* = sl6 6 = M donc f* = f et f est un projecteur.
Puis rg(f) = rg(M) =1 car les colonnes sont colinéaires.
On a Kerf = KerM = Vect (1) et Imf = ImM = Vect ().
ss-ev On a D est un R-ev de dimension 1.
Puis P = Vect (( :1)2) , (7?1 )) est un espace vectoriel de dimension 2.

dimension En particulier : dimD + dimP = dimF.
somme directe Soit v € D N P.

onau:A(_él) et A(1+6—1) =0 donc A = 0 puis u = 0.
conclusion Donc E =D & P.
On résout (g) =aq (5’1) +b (%2) +c (791) a ’aide du pivot de Gauss-Jordan.

2 —x — 2 7
Ontrouvea=$+ y—l—z7b: x Zetc:w.
6 2 6
T — — —_9b—c 1 5x—2y—
Puisp(y):b(12)+c<ol>:< 2? ):(x:’,xy:z;),
z 0 1 c 6 \ z+2y+72
5 =2 -1
Donc la matriceest - | =3 0 -3
1 2 7

Il suffit de proposer deux des trois arguments suivants pour montrer £ = Kerp®Imp.
somme directe Soit u € Kerp N Imp.

Il existe z € E,u = p(z) € Imp.

Ainsi u = p?(z) = p(p(z)) = p(u) = 0p car u € Kerp.

somme totale Puis u = u—p(u)+p(u) € Kerp+Imp car plu—p(u)] = p(u)—p?(u) = 0.
dimension On a dim(Kerp) + dim(Imp) = n d’apres le théoreme du rang.

ler méthode algébrique

On a q linéaire puis ¢° = idg — 2p + p*> = idg — p = ¢ car p* = p.
Donc ¢ est un projecteur.

On a g(u) = 0 ssi u — p(u) = 0 ssi u € Imp. Donc Kerg = Imp.
Puis g(u) = u ssi u — p(u) = u ssi p(u) = 0. Donc Img = Kerp.
2eme méthode géométrique

On sait que p: x = x1 + 2o — 1 avec 1 € Imp et x5 € Kerp.

Alnsi g(x) =z —x1 = 29 16, ¢ x = x1 + T2 — To.

Donc ¢ est le projecteur sur Fy = Kerp le long de E; = Imp.

Pour u € Ker(p;) NKer(pz). On a py(u) = pa(u) = 0.

Donc gq(u) = p1(u) + p2(u) — p2(p1(u)) =0+ 0 — p2(0) = 0 i.e. u € Kerg.

Pour v = ¢q(u) € Img. On a v = p1(u) + [p2(u) — p2(p1(uw))] € Imp; + Impy. car
p1(u) € Impy et pa(u) — p2(p1(w)) = p2(u —p1(u)) € Imps.

On a g linéaire par opération sur les endomorphismes.

On calcul l'itéré avec des endomorphismes qui commutent :



Exercice 2 :

(b)

()

@* =i + 3+ (p1op2)® +2p1 o pa — 2p1 0 (p1 0 p2) — 2(p1 © p2) 0 P2

= p1+ P2+ P10 p2+2p1 02 — 2p1 0 py — 2p1 © pa car pi = py et p3 = pa.
=p1+p2—p1op2=gq.

Donc g est un projecteur.

On recherche a montrer que les inclusions précédentes sont des égalités.
Soit u € Kerg. On a 0 = g(u) = p1(u) + pa(u) — p2(p1(u)).

En composant avec p1, on a 0 = p1(0) = p1(p1(w)) + p1(p2(w)) — p1(p1(p2(u))) =
p1(u). Ainsi u € Ker(py).

De méme en composant avec py, on trouve 0 = ... = py(u) donc u € Kerps.

On en déduit par double inclusion Kerq = Kerp; N Kerps.

On sait que u € Img ssi u = g(u).

Soit u = uy +ug € Impy +Imps. On a g(u) = p1 (ug +uz)+p2(u1+uz)—p1 (P2 (ur+us))
= uy +p1(uz) +p2(uy) +uz — pa(p1(u1)) + p1(p2(us)) = ug + uz = u. Donc u € Img.
Par double inclusion, on a Img = Imp; + Imps.

1. (a) Par récurrence double, on trouve degT;,, = n,T,,(—X) = (—=1)"T,(X) et le
coefficient dominant est 2" .

On note 7 = (Tx)o<k<n la famille. Elle est échelonnée en degré donc libre. On a
CardT =n+ 1 = dimR,;[X].

Donc T est une base de R,,11[X].

Soit 6 € R. On montre par récurrence double sur n € N que T},(cos8) = cos(nf).
L’initialisation est claire pour n =0 et n = 1.

Puis

Th12(cosf) = 2cosfcos(n+ 1)0 — cosnb

= cos[f + (n + 1)0] + cos[d — (n + 1)0] — cosnd
cos(n + 2)0.

Soit « € [—1,1]. On le paramétrise par « = cosf avec 6 € [0, 7].
On résout Tp,11(z) =04 Tyy1(cosf) =0 < cos(n +1)0 =0

2k +1
< (n+1) Eg[w] @9:%pour0§k§n.
2k +1
Donc on obtient z; = cos ((2—:2)71-) qui sont n + 1 racines distinctes d’un poly-
n

nome de degré n + 1. Donc ce sont toutes les racines du polynoéme et elles sont dans
I'intervalle ouvert | — 1, 1].
OnaT,y1 = 2n X"+t 4 La somme des racines est donné par la coefficient de X™

qui est nul par parité du polynéome. Donc Zxk = 0.

k=0
Le produit est donné par le coefficient constant T,,(0). Or T;,12(0) = —T,,(0) avec
To(0) =1 et T1(0) = 0.

n
Donc pour n + 1 impair T,,41(0) =0 et H xp = 0.
k=0



3.

(a)

(b)

Exercice 3 :

-1 —
Donc lign f= 5 ainsi f est de classe C! en 0 et f/(0) = —.

)Qk

Pour n + 1 = 2k pair T (0) ket H Tp = (-1)F = 2—"(_1)(n—1)/2.

n
On distingue deux cas. Si k =1 alors Li(zy) = H Tk T E_ g,
im0 Tk — Ti
i£k

Si k # 1 alors Li(x;) =0 car (X — ;) est un facteur et donc x; une racine.

La famille est du bon cardinal. Puis pour Ag, ..., A\, € R tel que Z AL (X) = 0.
k=0
En prenant X = z;, on trouve I’équation \; = 0 d’apres la question précédente.

Donc la famille est libre, c’est bien une base de R, [X].

On a Tp(X Z ML (X) car (Lg)o<k<n €st une base.
20+ 1
De méme, on trouve Tj(x;) = A\ or 2; = cos <(2++;7T> et Ty(cosf) = cos(k0).
n
k(21 +1
Donc \; = cos u Puis M = (cos k(2l+1)7T>
2n +2 2042 Jo<ki<n

OnaTh(X) =2X? —1et T3(X) =4X° - 3X.
Puis 20 = —V/3/2, 21 = 0 et 25 = V/3/2.
1 1 1
La matrice M = | v3/2 0 —/3/2
/2 -1 1/2

1/3 V3/3 1/3

Et & l'aide du pivot de Gauss-Jordan M~ = [ 1/3 0 —2/3
1/3 —V3/3 1/3

1. Par opération la fonction est de classe C* sur |0, +o0].

Seul le point = 0 pose probleme. La fonction racine est continue mais pas dérivable en
0.

Donc on en déduit déjét la continuité de f en O.

Pour z > 0, f'(z) =

-1 -1
2\/»5111(\[) ~z—0 ﬁﬁzf

On peut faire un DL;(0) de la fonction f’.

On a f'(z) =

Donc f’ est dérivable en 0 et f”(0) =

-1 .
ﬁ sin(v/z)

-1 <\/:; _ WP 0@;3/2) avec un DL3(0) de sin.

E.

3. Pour z > 0, f"(z) = (—1/2)%27%/ % sin(vx) + (—1/2)z /2 x (1/2)z~ /2 cos(v/x)



. 1
= m sin(v/z) — i cos(v/z)

Donc on en déduit que pour = > 0,4z f"(z) + 2f'(z) + f(z) = 0.

-1
Reste & le démontrer en x = 0. On a 0f”(0) + 2f'(0) + f(0) = 27 +1=0.

. Onpose g(x) = 4z f"(x)+2f (x)+ f(x). On sait que g de classe C>° sur R par opération.
On dérive n — 1 fois la fonction g.
Done "~V (x) = 4(af" ()" "V + 2" (x) + f" V) (x).

Puis on utilise la formule de Leibniz :
n—1

-1
(f (@) =Y (n k )x(’“’(f”)(”‘l"“) () = 2 (@)+(n—1) f) (@) 40+ ... +0.
k=0
Ainsi ¢V (2) 4z fOD (2) + (4n — 2)f(z) + FOV(z) = 0 car g(z) = 0.
. On montre par récurrence double sur n > 1 que f(”)(ac) —r—too 0.
Pour n = 0, f(x) = cos(y/z) est bornée mais ne tend pas vers 0 en +oc.

-1 . 1

NG sin(v/z) =400 O (\/E) — 0.

Pour n =2, f"(z) = ;—; 2f(z)+ f(z)) =0 (i) — 0.

Pour n 41 > 3, f"*V(z) = ;—; ((4n —2)f™(x) + f("*l)(x)> — 0 par hypothese de

récurrence.

Pour n =1, f'(z) =

. On sait que h = || est non nulle donc il existe ¢ € R, tel que & = h(c) > 0.
Puis par définition de Egh =0, on qu’il existe M € Ry tel que Vo > M, h(x) < e.
Donc sup h <e=h(c).

[M 400
On pose a = 0 et b = max(M, c). La fonction h est continue sur le segment [a, b] donc h
atteint ses bornes. On note z,, € [a, b] tel que h(z,) = supa, blh.

Comme c € [a, b] alors h(c) < Sl?p a, blh.
Ainsi suph = max(suph, sup ) =supa,blh=h(x,).

R4 [a,b] [M,+o0[h [
. Si f(") atteint un extremum en x, €]0,4o00[ alors c’est un point critique et alors
FOt(2,) = 0.
Si , = 0 alors on ne sait pas si f7(2,) = 0 car le point critique n’est pas intérieur
mais 4, f" (z,,) = 0.
Donc la relation devient dans les deux cas : (4n — 2)f™(z,) + f™@ VY (z,) = 0. Ceci
permet de faire une récurrence simple en remarquant que |f("_1)(xn)| < sup |f(”_1) |

R

0!
Pour n = 0,sup |f| =sup|cos| =1= —.
Ry 0!

1 1
Pour n = 1,sup|f’| < = = = et il est atteint en z; = 0.
K, 2~ 2



. dn — 2 T 22n—1) g,
< n (n—1)! nl
~2n(2n—1)(2n—2)!  (2n)!
h?(z) —sh?
Exercice 4 : 1. La fonction tangente hyperbolique est C*° par opération et th'(x) = W
ch“(x
1
th() < 1 donc par le IAF on a pour tout z > 0, on athz = |th (z)—th (0)| < 1.|]z—0| =
ch*(x
T.

1

- 1
Pour n > 2,sup |f™] = |——F™ D (z,)| < =———— sup |f" V)|
R

1 1.1
On a f'(z) =sh— — =ch — < 0 pour = > 0.
r x x
Puis on remarque que f(—z) = f(x) donc la fonction est paire.

Ainsi elle est croissante sur R* et décroissante sur ]Rj_.

1 1
De plus f(z) = xsh — ~p oo z— = 1.
T T

Donc les limites en +o00 sont 1.
1
De plus, f(x) ~z—0 el /2 = +00.
shu 1
Ona: - Tu—0 ;(u +u?/6 4+ o(u?)) = 1+ u?/6 + o(u?).
1 1 1
En posant £ = — on trouve donc f(z) =z5400 1 + =— + 0| = |-
u 62 2
On applique le théoreme de la bijection continue f est continue strictement décroissante

1 1
sur R et % €)1, 4+o0[ donc f(z) = nt

admet une unique solution u,, > 0.

n+1

D’apres le théoreme de la bijection f~! est décroissante car f I'est. Donc u, = f~1(
n

)

décroit.

. ., n—+
est croissante car la suite

n
Par I’absurde comme la suite (u,) croit alors elle aurait une limite finie ! vérifiant car f
est continue : f(I) = 1 ce qui est absurde d’apres ce qui précede.

Comme u,, — 400 on peut composer avec le développement asymptotique et on trouve :

1 1 1 1 1
n;t :f(un):1+@+o(u;2) puisﬁwn: —lwndonnantunw\/g.

Exercice 5 : d’apres Centrale-Supélec 2016 - Math 2-TSI

1.

(a) On a apg=0,bp =1 et ¢y = 0 d’apres ’énoncé.

(b) On a {A4,, B, C,} forment un SCEI donc a,, + b, + ¢, = 1.

(c) Si un joueur posséde les deux ballons, la partie s’arréte et il conserve les ballons
Pa, (Ant1) = 1.
Si deux voisins possedent les ballons alors il n’y a pas de joueur qui serait un voisin
commun et Pg (A,41) = 0.
Sinon parmi les 4 possibilités (gauche/droite) une seule envoie le ballon & un méme

joueur donc P¢, (A,,41) = 1

2. (a) En appliquant la FPT sur le SCEI {A,, B,,,Cy,}, on a :



4. (a)

a]f-nJrl = P(An+1) = P(An)]P)An (AnJrl) +P(Bn)PBn (An+1) +P(Cn)PCn (An+1) =a,+
ch.
De méme, on montre que P4, (By41) = P4, (Cri1) =0,Pp, (Bpy1) = Z, Pp, (Cri1) =

1 1 2
< Pc, (Bns1) = 7 Pc, (Cnqr) = 4

! ! 3 1 1 1
La FPT montre alors by,+1 = an + 1 et cpy1 = an + Cn-
1 0 1/4
Les relations de récurrence se note U, 1 = MU, avec M = [0 3/4 1/4
0 1/4 1/2

On montre par récurrence sur n € N que U,, = M"Uj.

5 3 1 5 1/3 1 1/1 1
Ona bn+2_7bn+1 - 7bn+1+7cn+1_7bn+1 - — = (4bn + Cn) +Z ( bn + Cn)

4 4 4 4 2 4 4 2
— 2.
16
On reconnait une SRL2. Le polynéme caractéristique est ¢> — 14 + 6 = 0 avec
_%_20_5
16 16 16
n n
5445 5 5 5—+5
Donc ¢ = \[.Puis b, =M\ + V5 + Ao V5 .
8 8 8
» 3.1 3 5+5 5-5
Les conditions by = 1 et by _Elbo + ZCO =1 d(jrrinent A = 10 et Ay = 0
Donc b —é 545 + 55
" 10 8 8
. 1
La relation b,11 = —b, + ch donne
5 (5+v5)  [(5-v5)
Cn = dbyi1 — 3y, = {(( +8f> _ ( 8f> ).

La relation a,, + b, + ¢, =1 donne a,, =1—b, —c, =1—| = 3

2 10

(15 (5-v5Y’

2 10 8 '

545\

Ona0<5—\/5<5—|—\/5<8car\/5<\/§:3=8—5.Donc( +8\[> —0

5-v5\
et( f) — 0.

8

Ainsi a,, =+ 1, b, =+ 0 et ¢, — 0.
La partie s’arréte presque stirement.

1 3v5 <5+¢5>n

L’évenement (X < n) signifie que la partie s’est arrétée avant le rang n donc qu’'un



joueur posséde le ballon & la n-ieme étape. Ainsi A,, = (X <n) et P(X < n) = a,.

1
Onen déduit P(X =n)=P(X <n)-P(X<n-1)=a, —ap_1=

_\/5 5+\/5 n—1 5_\/5 n—1
~ 20 3 Bl 8 )

4
5+V5 5-6

Notons ¢ = 3 et q_ 3

o0 \/g +o00 ) 00 .
OnaE(X):Z]P’(X:n)n: 20 aniﬁ —anr,k
n=1 n=1

V5 1 1 "
“a (=ep - =)
\/5( 32 32 ) B 8¢5< 6v/5 )

=12.

T 20 \7-3V5 7+43v/5) 5 \49-45
Donc la partie s’arréte au bout de 12 tours en moyenne.



