Suite récurrente linéaire d’ordre 2

Soient A, B € R*. On considére la suite récurrente (uy,)n,>0 définie par :
ug = 0,u1 = 1 et pour tout n € N, u,19 = Aupy1 + Buy,.

On considere le polynome P(X) = X2 — AX — B et on note A son discriminant.
1. On suppose que A = 0.
(a) Montrer que B = —(A/2)2.
(b) Montrer que pour tout n € N, u,, = n(A/2)"~!
2. On suppose que A > 0.

(a) Déterminer les racines oy > a2 de P en fonction de A et B.
(b) Montrer que pour tout n € N,u, = (af — a})/VA.
(¢) En déduire une expression explicite de la suite de Fibonacci (F,)n>0 définie
ar: Fy =0,F; =1 et pour tout n € N, Fy, 40 = Fj, 41 + F,.
3. On suppose désormais A =2 et B = —2.
Montrer que pour tout n € N, u,, = 2™/2sin(nr/4).

1.(a) Ona A = A2 —4(—-B) = A2 +4B =0.
Donc B = —A2%/4 = —(A/2)%
(b) On démontre par récurrence double sur n € N que u,, = n(A4/2)" L.
Initialisation : Pour n = 0,up = 0 et pour n = 1,u; = 1 = (4/2)°.
Hérédité : Soit n € N tel que u,, = n(A/2)" ! et u,q1 = (n+1)(4/2)".
On caleul up 12 = Atyy1 + Bu, = A(n+1)(A/2)" — (A4/2)*n(A/2)"~1 par H.R.
= (A/2)"" (2(n +1) —n) = (n+2)(A/2)" L.
Conclusion : Vn € N,u,, = n(A/2)""1.
2. (a) Les racines du polynome sont : o = AFVATAB “2‘2“‘3 et ay = A=VATHE “32“‘3.

(b) On démontre par récurrence double sur n € N que u,, = (o} — of)/VA.

Initialisation : Pour n = 0,u9 =0 = (1 — 1)/v/A et pour n = 1,u; = 1 = VI

Hérédité : Soit n € N tel que u,, = (af — af)/VA et uyi1 = (af T — o™ /VA.
On calcul 4,40 = Aupi1 + Buy,
= A( T — ol VA + B(a} — a3)/VA par H.R.

f [ozl (Aag + B) — a5 (Aas + B))

= ﬁ [a]’“ a;l+2].

En effet, P(ay) = a% — Aoy, — B =0 donc ai = Aoy + B pour k=1ouk =2.
Conclusion : Vn € N, u,, = (a} — a})/VA.
(c) Les racines de P(X) = X2 — X — 1 sont oy = 1+2\/g et o = 1_2‘/5 avec A = 5. Donc

on trouve pour tout n € N, F;,, = 5 [(HQ\/E) - (172\/5) ]

5
3. On démontre par récurrence double sur n € N que u,, = 2™/2sin(nr/4).

Initialisation : Pour n = 0,ug = 0 = sin(0) et pour n = 1,u; =1 = \/5@
Hérédité : Soit n € N tel que u,, = 2™/?sin(nn/4)

et u, 1 = 2"t/ 2gin((n 4 1)7/4).

Notons 6 = (n + 2)w/4 pour simplifier la lecture des calculs.

On a: tyio =2yt — 2u, = 203 2gin((n + 1)7/4) — 2"+2/2 gin(nr /4)

=20"+2/2 (\/2sin(0 — 7/4) — sin(f — 7/2))

=20+2)/2(5in § — cos O — 0 + cos §) = 2("+2)/2gin 9.
Conclusion : Vn € N, u,, = 2"/?sin(nr/4).
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