Polynome de Bernstein

1. Soit n € N un entier et x € R un réel.
(a) Montrer que Y-, _, (7)z"(1 — )" % =1.
(b) Montrer que k(}) = n(Zj) et en déduire que Y-, k(})z" (1 — 2)" % = nz.
¢) En adaptant la méthode, calculer la somme Y ) k(k — 1)(})a"(1 — )" ~".

(
(d) Montrer que > p_, (z — %)2 (Z)xk(l _ x)nfk _ @

2. Pour z € [0, 1] un réel, on note S(x) = x—f|( Jak (1 — )"k
On considere A = {k € [1,n] tel que |x - f| < —= }
(a) Montrer que Y, 4 |z — %| (Ha*(1 —z)n k< ﬁ
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(b) Montrer que 37, 4 lo — E| (P)ak (1 —z)nFk

(¢) En déduire que S(z) < ﬁ.

1. (a) On reconnait la formule du Binéme de Newton
Sieo (DaF(l—a)F=[z+ (1 —-a)" =1
(b) Tl s’agit de la formule du Capitaine. On a k(Z) = kk!(r?ik)! = n(kf(ln)!_(i)ik)! = ("_1)
car [(n—1)— (k=1D)' = (n— k)L
Puis 7_ h(2) (1 — 2)"~*
= Dkt nGoy)2t (0 )
=n>" ( Ha!*+1(1 — 2)"~!~1 par changement d’indices

znxzzo "7 Nal(1 - z)-H-

=nz.l =nx d’aprés ql.a

(c) Oma j_q k(k—1)(7)a* (1 — 2y
=D koo n(n — )(Z a1 —a)nt
=n(n—1)22 Y2 (")l (1 — z) =D
=n(n—-1)z

(d) Ona P(z) = Y0 (v — £)* (M)ak(1 — )+
= S (¢ —2he+ 2 (k-
= 2250 (z) — 2251 (2) + 5 S2(x) par linéarité.

Avec les sommes Sy, S1 et Sy calculable :

So(z) = an (Z) aF(1—2)"F =1.

k=0

Zk() (1—2)" % =nz.
Zk2(> (1—ax)"F

k=0

- ki:o(k? — k) (:) (1 —2)"* 4 51 ()

=n(n —1)z? + nzx.

Donc P(X) =2 — Zng + L (n(n — 1)2? + nz) = —n’e’+n’e’—na’tne _ z(l-z)

2. (a) OnaZkeA|x7%|(k) k(lfx)" k
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< Xpea gr ()2t (L —a)" "
< Jm Lo (R 2" (L —2)n*
< ﬁ d’apres qla.
(b) Dans ce cas |z — £| > ﬁ donc yp = |z —E| > 1. Ainsi yp < 9y =n(z— %)2
analogue a la qld.

Done v/ g o — | (R)a* (1 - )"
—ZkgAyk() (1_55)” k
<nYpo (v —E) (xR - Xk = prlis),
OnadoncbienzkgA‘g;_f‘( B(1—z)nF < (\l/_ﬁz)
(c) On a S(x) = S5(x) + So() avec Ss(x) < J= et S(z) = L=

En étudiant la fonction z — z(1 — z), on voit qu’elle est maximal en x = 1/2 et
vaut 1/4. Donc x(l —xz)<1/4.

Ainsi S(z) < f+4f \SF
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