DS 2 - Corrigé

Exercice 1: a. Le discriminant de I'équation A = 162 — 16(11 — 124) = 16(5 + 124).

On recherche une racine de 5 + 12¢ sous forme algébrique . Il vérifie le

a®? — b2 =5
systeme < 2ab =12. Donc § = 3 + 24 convient.
a® +b%> =13

16+4(342i) _ 16—4(3+2i) _ 1
= = =

Puis les solutions sont % tiet —s—— =35 —1.

b. On écrit la constante sous la forme exponentielle puis on résout m.
2025 ; 2025
iv/341 o 2‘177/3
ona (322) 7 = (35
= (e7m/6)2025 — 9im/6 — 3im/2 car 2025 = 12 x 168 + 9.
On résout ainsi 2° = €%7/2 ssi Jw € Uy, z = we™/10,
Donc S¢ = {exp ((4k + 3)%%) pour k € [0,4] }.

3
1+iz _ l4itanao
1—iz T l—itana

c. L’équation s’écrit également ( pour z # —i qui n’est pas solution.

O 2 :p l4+itana pem _ 2« _ : — ;
n éerit AN = Lon = e avec p = |1 +itanal = |1 —itanal.

1—iz 1—iz
ssi 3k € [0,2], 2 = %h7/3¢2i0/3 = ik avec 0, = 72(]”?0‘)
ssi 3k € [0,2],z = Z(eefekikjrll) = tan(fy/2) avec Parc moitié.
Donc S¢ = {tan(a/3),tan(a/3 + 7/3), tan(a/3 + 27/3) }.

d. On peut reconnaitre la formule du bindome de Newton’ (a+0b)3 = a®+ 3ab + 3ab® + b3 ‘
avec a = 22 et b = 2. L’équation s’écrit (22 +2)2 +1 =0ssi (22 +2)3 = -1 =(-1)?
ssi Jw € Us, 22 +2 = —w ssi Jw € {1,4,5%},2° = -2 —w.

On distingue les cas w = 1, 22 = =3 = (v/34)2. Donc z € {V/3i, —/3i}

Siw=j= %1+i§, 2= —i? = /3e77/6. Donc z € {31/47im/12 31/4¢=5im/12,
Si w = j2 = 7, on trouve équation conjugué donc z € {31/4e=7/12 31/4c+5im/12}
sont les solutions conjuguées.

Donc S(C — {\/gl, —\/g’t, 31/4671'77/12’ 31/46—7i7r/12, 31/4€5iﬂ/12, 31/46—51'7\'/12}.

S\ 3 . ) .
Ainsi (ﬂ) = 2@ g5i Jw € Uy, 12 = e2ia/3

Exercice 2 : On recherche a appliquer le ’ Théoreme de la bijection continue ‘

Lorsque la fonction f est bijective, on résout ’ flx)=yex=f"1y) ‘

a. f:R—[-1,1[z > 571
On peut observer que f est une fonction paire f(—z) = f(x) en particulier f(—1) =
f(1) donc f n’est pas injective.
La fonction est dérivable sur R et f/(z) = (:,;3711)' Donc f est strictement croissante
sur Ry donc f([0,+o0]) = [f(0),limto f[= [—1,1[. Par symétrie, f est strictement

décroissante sur R_ et f(R_) = f(R;) = [—1,1[. Ainsi f est surjective.

b. g: Ry - Ry, x—In(z? +2+1).
Pour z > 0,onaz?+x+1 > 1> 0. Donc g est dérivable sur Ry et ¢'(z) = mf_f;il > 0.
Puis g(0) = In(1) = 0 et lim o, g = +00. Donc g réalise une bijection continue de R
vers g(Ry) =R,
On résout g(x) =yssiz’+z+1=eYssiz? +z+ (1 —e¥) =0.
OnaA=1-4(1—-¢¥)=4ey —3>4e"-3=1>0.
Donc z € ‘[_14'\/2463'_37 _1_‘/24ey_3}. Or _1_\/2m < 0.

—1+vdey—3 \/24651_3 > 0 est 1’

Ainsi x = unique solution.
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En conclusion g~ (y) = 7—1-&-\/2@.

c. h:Ry - R,z /ch(z) —
Pour z > 0, on a ch(z) —1 > 0 ssi ch(z) # 1 ssi  # 0. Donc h est dérivable sur R

sh(x

Ainsi h est strictement croissante sur Ry. On a h(0) = 0 et limy o, h = +00. Donc h
réalise une bijection continue de Ry vers h(Ry) = R,.

On résout h(z) =y ssi ch(x) — 1 = y?

ssi ©E " =92 41

ssi ()2 —2(y2 +1)e*+1=0

Le discriminant est A = 4(y? +1)2 — 4 = 4(y*)(y* + 2) > 0.

Donc e* € {(y* +1) +y/y> + 2, (¥* + 1) — yy/y?> + 2}. Or 2 > 0 donc e* > 1.

Ainsi e = (52 + 1) +y/y2 +2car 0 < (y> + 1) —y/y2 +2 < 1 pour y > 0.
En conclusion h~!(y) = In <y2 +1+yy?+ 2).
Exercice 3 : a. On rappel U, = {z € C tel que 2" = 1} = {exp (227) pour k € [0,n — 1]}.

Ainsi )y 2= >0, exp(2zk7r /n) d’apres la paramétrisation
= szé exp(2i7r/n) =30 ) Wk d’apres la formule de Moivre

w011 “w =0carw" =1
b. Ona[[.cy, 2 Hk ow”
— WwXhZok — yn(n-1)/2
= exp (2” w) d’apres la formule de Moivre.
=exp(in(n — 1)) = (=1)"~L
¢. On reconnait la formule du ’ bindéme de Newton‘ : Z;é (Dwh = (w+1)" —w”

= (eXm/7 4 )" — 1 = (2cos(m/n)e’™/™)™ — 1 avec I'arc moitié
= 2" cos™(m/n)ei™ — 1 = —2"cos(n/n) — 1 € R.

d. On peut faire apparaitre une ’ somme triangulaire ‘ en écrivant (k+ 1) = Z;C:o 1.

Ainsi T2 (k + 1t = Srze Yo w”

R

= 2u=0 ¥ lw =15 2o (W —w")

e (Zl o w! ?:_01 1) = 25(0-n)

=T W

Donc le module est m > 0 et 'argument est —7 modulo 27.

Probléme I : Partie A :

1. Onav17T—1<v25—1=4 < 8 et 34 —2¢/17 < 34+ 24/17 donc par croissance de la
fonction racine. \/ 34— 2¢/17 < \/ 34 + 24/17. Ceci permet d’avoir A est strictement

positif car : (V17 — 1)v/34 — 2¢/17 < 8v/34 + 2V/17.
2. On calcule :
A? = (1 —V17)%(34 — 2V/17) + 16(1 — V/17) \/(34 —2V17)(34 + 2V17) + 64(34 + 2V/17)
= (18 — 2V/17)(34 — 2V17) + 16(1 — V17)\/342 — 4% 17+ 27(17 + V17)
= 2%(170 — 26V/17) + 27 (V17 — 17) + 27(17 + V17)
= 680 + 152V/17 = 4(170 + 38V/17).

Donc A = 24/170 + 38V/17.
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3. On suppose que a +b = S et ab = P alors a et b sont racines du polyndme :

(X —a)(X-b)=X?—-(a+b)X +ab=X?>—-SX + P.
Réciproquement, on suppose que a et b sont racines de X? — SX + P alors I'une

vaut : % et 'autre % avec A = S2 — 4P > 0 car il existe des racines réelles.

Onaalorsa+b:%+%:5etab:S+2\/ZS—2\/Z:524—AZP.

On recherche les solutions de léquation X2 — 1_T\/ﬁX — 2
Le discriminant est A = 16 L(34 - 2V/17) > 0.

Donc les solutions sont : 1 — V17T + V34 — 217 1 — V17— /34 — 217
Onasin(h/2) =0 2 = 0[ ] & h = 0[27].
Dans ce cas, Cp(a,h) = (n+ 1) cos(a) et Sy (a,h) = (n+ 1)sin(a).

6. On rappel >, _,¢" = 171‘77;1 lorsque ¢ # 1.
n _ ith(n+1)
i(a+kh ia ih\k ial e
C(ah)+ZS Z€(+ )_e kzo(e ) =€ w
i e—zh/Q _ el h(n+1/2) i eih(n—}-1/2) _ e—ih/Q
T T _gnz € 2isin(h/2)
Puis la partie réelle est Cy,(a, h) = bm(“+h(";sll£2&l)/23m(a h/2),
La partie imaginaire est S, (a, h) = <22= hm; blio(g}f?;)h(nﬂ/z))
Partie B :
1. On a cos[(17 — k)0] = cos [ — kO] = — cos(k0)

et sin [(17 — k)0] = sin [7 — k0] = sin(k6).
On a cos 36 > cos 60 = — cos 116 donc cos 30 + cos 116 > 0.
Puis cos 50 et cos 76 sont positifs donc : 1 > 0.

Onaay +as = YI_ycos(0 + 2k0) = Cy(6,20) = SCHDTH2) —sin©) _ 1,

. On a 2cos(a) cos(b) = cos(a + b) + cos(a — b).

On obtient en développant : 2z12x2 = 4cos(26) + 4 cos(46) + 4 cos(66) + 4 cos(80) +

4 cos(100) + 4 cos(1260) + 4 cos(140) + 4 cos(160).

Par symétrie du B.1), on obtient z129 = —2(x1 + 23) = —1.

Alors x7 et x5 sont racines de X? — X/2 — 1 comme systéme somme-produit et x3 > 0.

Donc z1 = HT‘/ﬁ et o = I*T‘/ﬁ.

On a 2y y2 = cos 100 + cos 46 + cos 140 + cos 86 + cos 120 + cos 260 + cos 166 + cos 66
—(z1 + x2) = —1/2. On obtient de méme ysy, = —1/4.

_ 1+ﬁ

On sait que y; et yo ont pour somme et pour produit ’Tl. Donc ils sont

solutions du polynéme X2 — 1+\FX 1. De plus y; > y» d’olt :

1+W+x/34+2 7) et yp = 1+\/ — /34 +2V17
Pulsdememe.y3 1,\ﬁ+\/34 2 ety47717\F \/3472\@).

On peut écrire y; = 2cos(49) cos(f) = —2 cos(139) cos(f). Ceci permet de trouver la
valeur du produit de cos(f) et cos(136). La somme est donnée par ys. La résolution

dupolynomeXQ—fl—\ﬁ—i—\/Sél 217 —161+ﬁ+ 34+2\/ﬁ)et1a
remarque cos(f) > cos(136) donne : A = & (17+3\ﬁ+ V170 + 38\/ﬁ) car on

retrouve la valeur de A. Puis :

cos(m/17) = & (1 — V1T 4+ V34— 2V/17 + 2\/17 +3V17 4+ V170 + 38m>.
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