Calcul intégrale

/4

On recherche & calculer I = 0

In(1 + tanz) dz.

1—tan(x)

1. Montrer que, pour z € [0, 7/4], tan(r/4 — z) = Tan(s)"

2. Avec le changement de variable u = 7/4 — z, montrer que I = foﬂ/4 In(2) du — 1.
En déduire la valeur de I.

w/4 z dx

3. A l'aide d’une intégration par partie, montrer que I = [ o5 T(cos aTema)

1. Pour z € [0, 7/4], tan(n/4 — ) = 1?1‘;2(/:}1‘;:;115(22) = }:ZEE;;

Car tan(r/4) = 1 et tan(—z) = — tan(x).
2. Onpose u = w/4—x et du = —dz. Donc I = f£/4 In(1+tan(m/4—u)(—du) = foﬂ/4 In(1+
tan(7/4 — u)) du
= Oﬂ/4 In (1 + w) du d’apres a.

1+tanwu
_ (/4 2
=Jo" In (m) du
= Oﬂ/4 In(2) du — fow/4 In(1 + tanu) du par linéarité
=Fn2-1.
Donc I = 7 In2 — I montre que I = g In2.
3. Onal= Oﬁ/41 x In(1 + tanzx) dz

= [zIn(1 + tan(x))]g/4 Y 7Y R N

0 cos? x 1+tanx

_7r1n2_0_f(7r/4 zdx

— 1 ) cos z(cos z+sinx)
7 m/4 zdx _m _m
On en déduit que fO m—zlﬂ2*]—§lﬁ2
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Intégrale de Wallis

Soit n € N. On définit W,, = foﬂ/Q sin™(t) dt.

1. Calculer Wy, Wy et Ws.
2. Montrer que la suite (W, ), >0 est décroissante et minorée.
3. A laide d’une intégration par parties, montrer que (n + 2)W, 12 = (n + 1)W,,.
2n)!
4. Montrer que W, = %
5. Montrer que la suite u, = (n 4+ 1)W,,41W,, est constante.
6. En déduire une expression de Wo,, 1.
1. Ona W, = [t]g/z Tet Wy =[- cos(t)]g/2 =1.
. _ . w/2
Puis W2 _ fo /21 c025(2t) dt = |:% + s111512t):|0 _ %

2. Pour t € [0,7/2], on a 0 < sint < 1 donc 0 < sin™** () < sin"™(t). Donc par croissance de
l'intégrale OW/Q 0< foﬂ/Q sin" () dt < foﬂm sin”(t) dt c’est a dire 0 < W, 11 < W,,. Ainsi
(Wy)n>0 est décroissante et minorée par 0.

3. Ona W, o= Oﬂ/2 sin" T2 (t) dt = Oﬂ/z sin(t) x sin™ 1 (t) dt

— [—cos(t) sin™ 1 (£)] 7% = [7/%(= cost)(n + 1) cos(t) sin” (£) dt

0
W, — (n+ 1)W,,42 par linéarité.

Cette équation se résout bien en (n + 2)W,, 12 = (n+ 1)W,.

(0—0)
= (n+1) [T(1 = sin®(t)) sin"(t) dt
(n+1)

4. On démontre la relation par récurrence simple sur n € N.
Initialisation n = 0 : Wy = 5 d’apres la ler question.

Hérédité : W, 1o = 22ELW,,, d’apres la question précédente

2n+2
- (2’;‘2"(212_(517;;"1) 22537})(!;!)2 par hypothése de récurrence

_ (2n+2)!7
= TR (s

5. 0n a upy1 = (n+ 2)WypoWii1 = (n+ D)W, W, 41 = u,, donc la suite est constante. La
constant vaut ug = WoWp = 3.

6. On obtient (2n + 1)Way, 1 Wa, = 5 avec W, = %
Donc on en déduit que W, 11 = %
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