Chapitre 15 : Espaces vectoriels de dimension finie

Dr Nicolas Provost - PCSI1 - LMB

Dans tout le chapitre, K = R ou C est le corps des scalaires.

1 Définition de la dimension

Définition. On dit que E est de dimension finie si il admet une famille finie génératrice. Sinon on dit
que E est de dimension infinie.

Théoréme 1.1 (Base extraite). De toute famille génératrice, on peut extraire une base.

® Pour tout espace de dimension finie, il existe une base mais elle n’est pas unique.
® La démonstration donne un algorithme de construction d’une base. On part d’une famille généra-
trice F = (uq, ..., un) de E. On complete la famille vide By = () avec les vecteurs de F en appliquant
la regle :
— Si ugsq € Vect g(Bg) (i.e. upsq est déja engendré), alors on conserve la famille : By = B.
— Si ug41 ¢ Vectg(Bg) , alors on ajoute ugyq a la famille : Biiq = B U (ug41)-
Toutes les familles B;, sont libres et B,, est génératrice de E. Ainsi B,, est une base de FE.

Théoréme 1.2 (Base incomplete). On suppose que 'espace est de dimension finie.
Toute famille libre peut étre complétée en une base.

Lemme 1.3. Dans un espace engendré par n vecteurs, toute famille de n + 1 vecteurs est liée.

® On dispose également de la contraposée. Si il existe une famille libre de n + 1 vecteurs alors toute
famille de n vecteurs ne peut pas étre génératrice de ’espace.

Théoréme 1.4 (Définition de la dimension). Dans un K-espace vectoriel de dimension finie. Toutes

les bases ont le méme nombre de vecteurs. Ce nombre s’appelle la dimension de l’espace et on le note
dimg (F).

® On dispose des exemples de références :
dimg(K") =n, dimg(K,[X])=n+1, dimg(M,;,,(K))=np et dimr(C) = 2. (1)

Théoréme 1.5. Si E est un espace vectoriel de dimension finie alors une famille F est une base de E
ssi elle vérifie deux des trois conditions :

— F est une famille libre.

— F est une famille génératrice de E.

— Card F = dimgFE.

2 Dimension des sous-espaces vectoriels

Définition. Pour toute famille F = (u1, ..., up) de vecteurs de E, le sous-espace engendré Vect g (u1, ..., up)
est de dimension finie. On appelle rang de la famille F et on note :

rgg (ug, ..., up) = dimg Vect g (11, ..., up). (2)



Proposition 2.1. Si E est de dimension finie n € N et que B est une base de E.
aik
Alors on peut décomposer les vecteurs dans la base : up = : pour 1 < k <p.

Qn k B
Le rang de la famille des vecteurs (ui,...,u,) est donné par le rang de la matrice des coordonnées :
a1 ai2 ... ai,p
rgK(ulv'”aU’p) =1g . (3)
an1 Gp2 ... Qpp
Proposition 2.2. On dispose des inégalités suivantes sur le rang d’une famille de vecteurs F :

a) On arggF < dimgFE avec égalité ssi F est génératrice de E.
b) On a rggF < Card F avec égalité ssi F est libre.

Proposition 2.3. On suppose E de dimension finie.
Soit I et Fy deur sous-espaces vectoriels de E. On a Iy = Fy ssi deux des trois :

(Z) dimKFl = dimKFg (Zl) Fy CFy (ZZZ) Fr,Ck (4)

Théoréme 2.4. Soit E de dimension finie. Deux sous-espaces vectoriels F' et G sont supplémentaires
dans E ssi deux des trois propriétés suivantes sont vérifiées :

— Le somme est directe : FNG = {0g}.

— Le somme est totale : £ =F + G.

— La somme des dimensions : dimg ' + dimgG = dimg F.

Proposition 2.5. Dans un espace vectoriel de dimension finie, tout sous-espace vectoriel admet un
supplémentaire.

® Le supplémentaire n’est pas nécessairement unique mais ils ont tous la méme dimension.

Théoréme 2.6 (Formule de Grassmann). Pour deux sous-espaces vectoriels quelconques F et G de
dimensions finies, on a :

dimK(F + G) = dimgF + dimgG — dlmK(F N G) (5)



