Chapitre 21 : Séries numériques
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Dans tout le chapitre, K = R ou C est le corps des scalaires. Soit ng € N un rang fixé.

1 Convergence des séries

1.1 Définition et propriétés générales

Définition. On appelle série toute collection de scalaires Zn>n0 Uy, -

La suite (un)n>n, est appelé le terme général de la série.

On lui associe sa suite de sommes partielles (Sy)n>n, définie par : Sy = Z}Zzno Uk -
On dit que la série ZnZno uy, converge si la suite (Sy)n>n, admet une limite finie.
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On considére également la suite des restes (Ry)n>n, définie par : R, = Zgﬁfwl Uk — 400 0.

Dans ce cas, on note : Up = liMy 400 Sy la somme de la série.

® La nature d’une série ne dépend pas de ses premiers termes. La convergence est toujours une
notion a comprendre ’a partir d’'un certain rang’.

Proposition 1.1. Si > -, u, ety -, v, sont deuz séries convergentes alors pour tout scalaires
A€ K la série ) (Auy, + pvy) converge. De plus,

n>ng
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® Cette propriété de linéarité nécessite au préalable la convergence des séries.

Proposition 1.2. Si la série ) uy est convergente alors la suite des termes u, —> 100 0.

n>ng

® La contraposée fournit les séries grossierement divergente c’est a dire celle qui ont un terme général
qui ne tend pas vers 0.
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® La réciproque est fausse avec pour exemple la série harmonique : Zn21 ~ qui diverge mais pas
grossierement.

1.2 Exemples de références

Proposition 1.3. On appelle série géométrique les série du type : > <, q" avec q € C.
Si |q| <1 alors la série converge.
Si |q| > 1 alors la série diverge grossiérement.

On dispose de plus de la formule : Z:{i% q" = 1%(1 dans le cas de convergence.
Proposition 1.4. On appelle série de Riemann les série du type : Y5 < ==.
Si o > 1 alors la série converge.
Si o < 1 alors la série diverge.
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® Le calcul des valeurs des sommes n’est pas connues en général. On a : :3 % =%

® Lorsque a €]0, 1] la série diverge mais pas grossierement.

Proposition 1.5. On appelle série télescopique les série du type : Y <o(Ung1 — Un).
La série convergent ssi la suite (vy)n>0 admet une limite finie.
Dans ce cas, on a : Z:{i%(vn“ — ) = (limjoo vy) — vo.




2 Séries a termes positifs

Dans cette partie, les séries sont considérées a termes réels et positifs.
® Les résultats de cette partie détermine la converge de la série mais ne fournit jamais une méthode
de calcul de la somme de la série.

Lemme 2.1. Soit )
La série

n>no Un UNE SETIE G termes positifs.

n>ng Un converge ssi la suite des sommes partielles est majorée.

Proposition 2.2 (Comparaison série-intégrale). Soit f : Ry — Ry une fonction continue, positive,
décroissante et qui tend vers 0 en +o0o. On a :

n+1 n n
/1 f(t)dtskzlf(k‘)ﬁ /0 f(t)dt. 2)

Donc la série Y, ~, f(n) converge ssi l'intégrale f;oo f converge.

® Ceci permet d’obtenir les cas de convergence des séries de Riemann par comparaison aux intégrales
de Riemann.

Proposition 2.3 (Comparaison entre séries). Soient ), -, un €t ), <, v, sont deuz séries a termes
positifs.

Siup =400 O(vn) €t 81,5, vn converge alors ) uy, converge.

n>ngo

® On rappelle que si v, < v, APCR, u, =i o0(v,) ou si u, ~ic v, alors en particulier
Up =100 O(Up).

On peut alors appliquer le critere de comparaisons de la nature des séries.

® La contraposée permet de démontrer la nature divergente d’une série a termes positifs.

Proposition 2.4 (Regle d’Alembert). Soit Y, ., un, une série a termes strictement positifs. On suppose
que = — A € Ry U {+o0}.

Si A < 1 alors la série converge.

Si A > 1 alors la série diverge.

® Dans le cas ou A = 1, la regle échoue et on ne peut rien dire. Toutes les séries de Riemann
fournissent des exemples pour A = 1.
3 Séries absolument convergentes

Définition. On dit que anno Uy est une série absolument convergente si la série a termes positifs
> n>ng [Un| est une série convergente. On dit également de la suite (un)n>0 est sommable.

Théoréme 3.1. Si ) , Un est absolument convergente alors la série converge. De plus :
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® Dans la pratique, on recherche donc a utiliser les résultats sur les séries a termes positifs en
considérant la série des modules.

n>n,
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Théoréme 3.2 (Critere spécial des séries alternées). Si (un)n>n, €st une suite positive décroissante qui

tend vers 0 alors la séries alternées ), ., (—1)"un est une série convergente.

®@  Ceci fournit 'exemple de la série harmonique alternée - % qui est convergente mais pas
absolument convergente.




