DS de Mathématiques n° 3 - Corrigé

Exercice 1 : a) Il s’agit d’une fraction rationnelle. La’ décomposition en éléments simples |donne :

ul Tu+6
(w1 (ut2) -3+ (urD)(ut2)  * 3 - uT—l + uT—Q
Puis I, fo (ufl ?17+2 = [u?/2=3u—In(u+1)+8In(u+ 2)]

I, = =5/2+81n(3) — 9In(2) |

b) On fait une ’ intégration par parties ‘ On obtient :

1 3 1 1 3 d
I, = / v? arctan(v) dv = [1}3 arctan v} - / v, _dav
0 0

0 3 1+02
v3 ¢ Y / RS q
= | — arctanv| — = —— dw.
3 o 3Jo 1402
On simplifie par division euclidienne : % = v — 1357 Donc

v3 ! 1
I = |—arctanv| — =
3 0 3
v3 : ! 1
= | — arctan — =
3 ‘1,73
En évaluant aux bornes :

1 1/1 1 1 1
I, = garctan(l) ~3 < - ln2) =L C 4 2

2 2 12 6 6
T 1 1
Ib—ﬁ—6+61n2

¢) On ’ passe aux complexes ‘ puis on fait une ’ Intégration par parties ‘ :

2m 2m
Ic = / tth COS(t) dt — Re (/ t6(2+i)t dt)
0 0

2

(=
|

27

te(2+i)t o2+t
2+1i) (2—&-2’)2}

- Re(e2ﬂ(2+i) ((2212-) - (2Jiz')2) - (2Jiz')2)

244)2m _ Ami2n _ Am 1 2—i 1 _ 3=4i
erett =€, o =5 et gp = T3 -

On a e
On en déduit :

2 (2 — i) 3 - 4 i 3\ 3
I =Re(et™2M 271 L _pam3—20) _ an (2T 5 ) S
e(e T ) N (5 25)+25

(207 — 3)e*™ + 3
25 ’

I, =
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d) On effectue le ’ changement de variable‘ “ o o=c
du =e®dx
o In3 da _ In3 1 z _ 3 1
Onals= [, A==y zor=lc dz) = [} - = du.
=.4/1 21
On effectue désormais le changement de variable ! d:_ “ & “ v
dv = svite du =2vdv

7 _/‘/‘I 2vdv
¢ vz (=1

2 2
:/ﬂ CERCES
21 1
:/\@v—l_v—i—ldv
:[1n|v—1|—ln|v+1\]?/§.
I;=1n 7(\/§+1)
S TV

Exercice 2: a) On reconnait une équation différentielle linéaire d’ordre 1 & coefficient non
constant et avec second membre C*> sur R.

On recherche une primitive de a : ¢ — % On trouve A(t) = —In(1 + #2). Donc les
solutions homogenes sont ¢ — \e?®) = 1j\t2'
Avec la méthode de Lagrange, on recherche une solution sous la forme y(t) = %

En injectant dans 1’équation, on obtient : (2 + 1)K'(t) + 0 = 1.
Puis K'(t) = H% et K(t) = arctan(t) convient.

Les solutions de I’équation sont ¢ — %

Puis la condition y(0) = 7 donne A = 7. Donc

pour tout A € R

arctan(t) +
1+ 2

y(t) =

b) On reconnait une équation différentielle linéaire d’ordre 2 & coefficient constant. Le
second membre peut se décomposer en deux termes t — 2 et t — et.
Les solutions homogenes sont données par t — Aje’ + Ape~2* d’apres les racines de
X=X?2+X-2=(X-1)(X+2).
Pour #2, on recherche une solution de la forme g (t) = at? + bt + c. Dans I’équation,
on trouve : 2a + (2at + b) — 2(at? + bt + ¢) = t2. Donc y; (t) = —(2t2 + 2t + 3) /4.
Puis pour ef, on recherche une solution de la forme ate® car 1 est racine simple du
polynéme caractéristique. Donc on trouve, 'équation : [(t + 2) + (t + 1) — 2t]ae’ = €.
Donc yo(t) = tet/3.
Ainsi on en déduit que y(t) = A\jet + Age™2t — (2t + 2t + 3) /4 — te'/3.
Donc y/(t) = Ajet —2Xge™2 — (4t +2)/4 — (t + 1)et /3.
Puis les conditions initiale, donnent le systeme : Ar+ Ao —3/440 N 1.
A —2X—1/2-1/3 =1

On en déduit Ay = —1/36 puis A\; = 16/9. Donc :

N.Provost PCSI1 2025-2026



Probléme I : Partie I : Etude de la réciproque du sinus hyperbolique
1. La fonction sh est continue et strictement croissante (car sh’ = ch > 0) Donc d’apres
le théoreme de la bijection continue, elle réalise une bijection de R vers sh (R). Or
limg 400 sh (2) = limy o0 % = 400 et lim,_, o sh(z) = —oo car sh est impaire.
Donc sh (R) = R.
2. On peut résoudre I'équation :

y=sh(z) &y=—7f

& (%)% — 2ye” — 1 = 0 qui est un polynéme du 2nd degré
s e{y+ Vit Ly—Vy2+1}car A=4y> +4= (22 +1)°
e’ =y+ w > 0 car la seconde solution est négative

<z = Argsh(y) = In(y + /1 + 3?)

3. La fonction sh est de classe C™ sur R et sh’ = ch ne s’annule pas. Donc Argsh est
de classe C'™ sur sh (R) = R.
1 1

De plus pour y = sh(x) € R, on a Argsh’(y) = sh’(z) — che
car ch?(z) —sh?(z) = 1.
On pouvait également étudier la fonction y — In(y + /1 + y?) puis la dériver.

_ 1 _ 1
B \/1+sh2(1) - \/1+y2.

Partie II : Simplification d’une expression
1. La fonction u : x — 2xv/1 + 22 est de classe C™ sur R a valeurs dans R et Argsh est
C* sur R. Donc la composée f = Argsh o u est C*° sur R.
2. On a sh (—z) = —sh (z) donc Argsh(—y) = —Argsh(y).
La fonction f est donc impaire car f(—z) = Argsh(—2z+/1 + (—xz)2) = —Argsh(2zv1 + 22) =
—f(z).
La fonction f n’est pas périodique car elle est strictement croissante.

3. Soit x € R. Onau’($)=2x/1+x2+2%: %.

1) — 1 M) — 1 4242 2
Donc f'(z) = 7@“ () = 1+2x2 \/ai—i-aﬂ  Vita?’
4. En intégrant, on obtient f(z) = 2Argsh(z) + C. Or f(0) = 0 donc C = 0. Ainsi :

‘ Argsh(2zv/1 + 2?) = 2Argsh(z).

Probléme II : Partie I : Méthode de Lagrange
1. La fonction y;, est au moins de classe C? sur R%.. Puis on a y,(z) = 2,y (z) = — %
et y)(z) = &. Donc 22y} (z) + 3zy),(z) + yn(z) = (2 — 3+ 1)2 = 0. Ainsi y;, est une
solution homogene de (E).
2. On note y(z) = K (z)yn(z) = & Elle est au moins C? sur R%,

T

y'(z) = K'(z)/z — K(x)/2% et y'(x) = K" (z)/z — 2K'(z) /2 + 2K (z) /3. Donc :
5 =2 (@) + By (@) + y()
= 0K (2) — 2K (x) + 2K (@) /2] + 3[K"(2) — K (2)/2] + K(2)/2
=zK"(z) + K'(z)
Ainsi y est solution de (F) ssi K’ est solution de (E).

3. L’équation (E1) : y/(z) = —1y(z) + % est une EDLI1 & coefficients non constants
a(z) = —% de classe C*™ sur le domaine.
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Une primitive de a est A(z) = —In(z) donc exp(A(z)) = exp(—In(z)) = 2 est une
solution homogene génératrice de (E1).

On recherche une solution particuliere sous la forme y,(x) = @ Donc y,(r) =

L'(x)/z — L(z)/x* puis -5 = 2y, (z) + yp(x) = L'(x). On obtient ainsi L(z) = =L et
Yp(z) = ;T‘l
Ainsi y(z) = 2 — % pour A € R.

4. On a vu que y solution de (E) ssi K’ solution de (E7). Donc K'(z) =
K(z) =An(z) + L + C pour \,C € R des constantes. Ainsi

8>

. Puis

8
&

In(z) 1 C
+ 5+ =
x x x x

Partie IT : Changement de variable

1. La fonction exp : R — R% est de classe C°° et y : R} — R est au moins de classe C2.
Donc z = y o exp est au moins de classe C? sur R.
Puis 2/(t) = e'y/(e') = zy/(x) comme composée.
Et 2”(t) = (e')2%y" (e!) + ety/(e!) = 2%y () + 2y/(x) comme produit.
2. On a 2" (t) + 22/(t) + 2(¢)
= [2%y" () + 2y’ ()] + 229/ (2) + y(z)
= 2%y (z) + 3ay/(z) + y(2)
=L =
3. L’équation (Es) : 2" + 22’ + z = e~ 2! est une EDL2 & coefficients constants sur R.
Onay = X?4+2X+1 = (X +1)? donc les solutions homogenes sont zj,(t) = (at+b)e"

pour a,b € R.

Le second membre est b(t) = e~2t. On recherche une solution particuliere de la forme
Yp(t) = ce™2'. On obtient e=2! = [(—2)2ce™2!] + 2[(—2)ce ] + ce™?' = ce~?' donc
c=1.

Ainsi les solutions sont z(t) = (at + b)e ™t + 2t
4. On a t = In(z) pour > 0. Donc y(z) = z(Inz) = (alnx + b)e™"* + =207 puis :

Inxz b 1
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