Série harmonique

On recherche & montrer que la somme harmonique H,, = >, _, % ~n—stoo In(N).
(_1)k+1

On note également S, =Y ', la somme harmonique alternée.

1. Montrer que pour tout z > —1,In(1 + ) < z.

2. Montrer que u, = H, — In(n) et v, = u, — % sont adjacentes.

3. En déduire que H,, = In(n)+~+e¢, avec une constante y €]0, 1] et une suite &,, — 0
a préciser.

4. Montrer que Ss,, = Eiiwﬂ %.

5. En déduire que S,, — In(2).

1. 11 s’agit d’une inégalité de convexité.
On peut la démontrer en étudiant la différence f(x) = In(1+2z)—z. La fonction f de classe
C*® sur | — 1,400l et f'(z) = 1+L —1= 7% qui change de signe en 0. Donc f atteint un
maximum en z = 0. Ainsi pour tout z > —1, f(z) < f(0) = 0 c’est a dire In(1 + z) <

2. On peut déja calculer H,+1 — H,, = ﬁ
On montre que (u,)n>0 est décroissante.

On a upq11 — Uy

= (Hnt1 — Hy) — (In(n + 1) — In(n))

:m+ln(1f—) <()3wecb1:77n_1~_1 > —1.

Puis (vp,)n>0 est croissante.
On a vyy11 — vy,
= (Hps1— Hy) — (In(n +1) = In(n) = (37 — 7
:—1n(1+%)+%20aveca::%>—1.

Enfin u, — v, = 71L — 0. Donc les suites sont adjacentes.

par définition de la somme.

3. D’apres le théoreme des suites adjacentes, il existe une limite commune. On la note v € R.
On sait que Vn € Nyv, < v < w, en particulier v € [vi,u;] = [0,1]. On pose alors
n=H, —In(n) — v = u, —y — 0 par opération.
4. On veut montrer que Sy, = Ho, — H,, par récurrence sur n € N.
Initialisation : n = 0 est clair car Sy = Hy = 0.
Hérédité : Soit n € N tel que SQn = H,, — H,.

On a Sopy2 = Son = 2n+1 - 2n+2

et (Honyo — Hys1) = (Han — Ha) = 555 + 5057 — 757 = 3097 — 3092
Ainsi Sont+a — Son = (H2n+2 - Hn—i—l) - (H2n - Hn)
Donc Sgn+2 = H2n+2 - H71+1 car Sgn = Hgn - Hn par HR.

5. On obtient Sy, = Hoy, —H,, = [In(2n)+v+e2,] — [In(n)+v+¢,] = In(2)+€2, —e, — In(2)
par opération.

Puis So,11 = Sop + 2n+1 — In(2) par opération.

Donc S,, — In(2) par suites extraites.
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