
Lemme des Escaliers

1. Montrer que si un → l ∈ R alors 1
n

∑n
k=1 uk → l.

2. On considère une suite (vn) telle que vn+1 − vn → l. Montrer que vn
n → l.

3. On considère une suite (wn) strictement positive telle que wn+1

wn
→ l > 0.

Montrer que n
√
wn → l.

4. En déduire les limites des suites :(
2n

n

)1/n

,
n
√
n!

n
et

1

n
n
√

1.3.5...(2n− 1)

1. Il s’agit du Lemme de Cesàro.
Soit ε > 0.
Il existe N1 ∈ N tel que ∀n ≥ N1, |un − l| < ε/2.

On pose C =
∑N1−1

k=1 |uk − l|. Il existe N2 ∈ N tel que ∀n ≥ N2, |C/n| < ε/2.
Pour n ≥ max(N1, N2), on a :∣∣∣∣∣

(
1

n

n∑
k=1

uk

)
− l

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣ 1n

n∑
k=1

(uk − l)

∣∣∣∣∣ car l =
1

n

n∑
k=1

l

≤ 1

n

n∑
k=1

|uk − l| par inégalité triangulaire

=
C

n
+

1

n

n∑
k=N1

|uk − l| par relation de Chasles

< ε/2 +
1

n

n∑
k=N1

ε/2 par hypothèses

= ε/2 +
n−N1 + 1

n
ε/2 ≤ ε car

n−N1 + 1

n
≤ 1.

2. Il s’agit du Lemme des Escaliers.
On applique le Lemme de Cesàro à un = vn+1 − vn → l.
Donc 1

n

∑n
k=1 uk = 1

n

∑n
k=1(vk+1 − vk) =

1
n (vn+1 − v1) → l.

Puis vn
n = n−1

n

(
1

n−1 (vn − v1) +
v1

n−1

)
→ 1× (l + 0) = l par opération.

3. On applique le Lemme des Escalier à vn = ln(wn) bien défini car wn > 0.

On a vn+1 − vn = ln
(

wn+1

wn

)
→ ln(l) par composition des limites.

Donc vn
n → ln(l). Or n

√
wn = exp

(
lnwn

n

)
= exp(vn

n ) → exp(ln l) = l.

4. Pour wn =
(
2n
n

)
> 0. On a wn+1

wn
= (2n+2)!

(n+1)!(n+1)!
n!n!
(2n)! =

(2n+2)(2n+1)
(n+1)(n+1) → 4.

Donc n
√
wn =

(
2n

n

)1/n

→ 4 .

Pour wn = n!
nn , on a wn+1

wn
= (n+1)!

(n+1)n+1
nn

n! =
(

n
n+1

)n
→ 1

e .

car en passant au ln, −n ln
(
n+1
n

)
= −n ln(1 + 1

n ) ∼ −n 1
n → −1.

Donc n
√
wn =

n
√
n!

n
→ 1

e
.

Pour wn = 1.3.5...(2n−1)
nn , on a wn+1

wn
= (2n+ 1) nn

(n+1)(n+1)
= 2n+1

n+1

(
n

n+1

)n
→ 2

e .

Donc n
√
wn =

1

n
n
√
1.3.5...(2n− 1) → 2

e
.
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